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Apresentação 


Este livro é Complemento para o Professor do volume 6, Complexos / Polinô- 
mios / Equações, da coleção Fundamentos de Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o professor, com o 
objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais complicados do livro e sugerir 
sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. Estamos aber- 
tos às sugestões e críticas, que nos devem ser encaminhados através da Editora. 

Agradecemos ao professor Nobukazu Kagawa a colaboração na redação das 
soluções que são apresentadas neste Complemento. 


Os Autores. 
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(7 O RO NE — Números complexos 


12. 


13. 


16. 


(2 +ijo.(2— yo Qro (+r)-(2-De(-D o 


(-2=pe = cd 


-L+) Cod. 
= pe] = =5 


Temos: 
(1+)2=2;(1-)2=-2;(1+i))=(2)2=-4e(1-i))=(-2]2=-—4, 
então (1 +)*=(1— ij. 

Se n é um número natural múltiplo de 4, ou seja, se n = 4p com p 
natural, então: 

6 Ra a) a (e O 

Ass pes = fps (=p 

edai(1+Hiph=(1-i). 

Se n é um número natural não divisível por 4, chamemos de p o 
quociente da divisão de n por 4. O resto da divisão pode ser 1 ou 2 
ou 3. Examinemos cada caso: 

1º9)n = 4p + 1 
1+yh=(M+)Pi=(a+rPA-+D)=(1+(—4P 
d=-pesl=pPes(= nn == ij-4p 

2%)n = 4p +2 

1+H)hp=(1+)P*2=(1 ++) 2-4 
1-h=(1-)P*2=(1-iP(d—i)2=-2i(-4P 

3)n=4p +83 

1+Hhp=(1+)P'S=(1 ++ (-2D+2I)(—4P 
pese std (=2= 20(=a)p 

Portanto a igualdade (1 + i" = (1 — if" só se verifica quando n é 
divisível por 4. 


x=a+ib brasa Go a a 


y=c+id xxi+ty=(-b+o)+(a+di=2-1 (2) 
aestiitamoss | O 
e(l)temos: 1, |. -4 
-=b +c = -—1 
de (2) temos: [ do 


Resolvendo os sistemas de equações, temos:a = d=b=1ec=0. 
Portanto,x=1 +iey=i. 
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ar 


18. 


24. 


26. 


28. 


29. 


30. 


z=(a+ib)-(c+ id) = (ac — bd) + (ad + bei 
Im(z) =0 > ad +be = 0 

z=(a+ bi)? = (a? + b! — 6a2b?) + 4ab(a? — bi 
Re(z)<O0O > a! +b! —- 6a%b? < 0 (1) 


Im(z) = 0 => 4ab(a? — b?) = 0 (2) 

De (l)vema =0 ou b=0 ou a? -—-b?=0. 

Sea = 0,de (1) vem bº < O. (impossível) 

Se b = O, de (1) vem a! < O. (impossível) 
Sea?=b?=k,de(1)vemk? + k? — 6K < O, que é satisfeita para 
todo k. 

Conclusão: devemos tera + 0,b + 0 e a? = b? ou, resumidamente, 
ab 0ea=xb. 


uveC,u—-v2=6eu+v=1-i 


u=a+ib Eua aa 

v=c+id u+v=u+v=-(a+oc)-(b+ dj 
«.jatrc=1 

Então: [BICA 

site fps = 6 u+Fv. 
84 -i) uU+v u+v u+v uUFv 

eq * 


Portanto, : Es | pode assumir os valores |, —i, 1 e —1. 
| do asa 
UStTy eve Ia 
= cedo [x 3 y 3) 
Z=V n=(1 01 Ee =(E vB) (LS i 
E a 3 
Então: Re(z) = 2X" 


z=x+yi e 2 +y%0 
o 4,4 2+1 (+12 (x2 +y2 + 1x | (x +y2 — 1)y 
PESCA” pa a Rage 


Im(u)=0 > y=0 ou xX+y=1 


Z,2€EC,z +2z, e z,: z, são ambos reais. 
Z,=a+bi u=z+z=(a+c)+(b+ dj 
Z=c+ di v=2:z,=(ac-— bd) + (ad + beji 
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Como 
Im(u)=0 > b=-—d 
Im(v) = 0 = ad = —bc e, resolvendo o sistema, temos: 


oub=d=0€eaec quaisquer 
oub=-d*0ea=c 
Na 1º solução, z, e z, são reais. Na 2º solução, z, é o conjugado de z,. 
31 ;- 20x  (2oxMdo 2x) 202%; 5x 
; “(A+ 2) 1+4X2 1+4% 


AL Di É 


Re(z)=0 > 2-2X2=0 > x=1o0ux=-1 

ia ,- 1+2i (1+2/2-ai) 2+2a 4a 

. “2+ai (2+ail2-—-ai) 4+22 4+a? 
Im(z)=0 > a=4 


33. z=b+8iez'=1+i 
Z=x+iy 
u=z:z,=(Dx-— 8y)+ (8x+ Dyi (1) 
Im(u) = 0 > x=-y 
ZA x+y, =X+y 
= + > i (2) 


34. Zz=x+yi, então: 
Z Fase RN San! RR di E DT A 
Cas q Ps atits 
2x—- 1=5 5 x=83 
2y+1=5 5 y=2 


p= 2=3+2 


36. :-x+yeu- dB 
E 1 3 : x— yv3 V3-x+y. 
n=uz=ls cia ee = é a CM 
Então 
x— yv3 
R(z) = 
J3:x+ 
Im(z) = > 
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ST Demonstração pelo princípio da indução finita. 
Paran=O,temos7 =1=1=(7). 


Suponhamos Zº = (Zº com p E Ne provemos que 2º *! = (Z)+1: 


— — (1)—-(Qn — = 
zP+1 ZP.Z ZP .Z (ZP:Z=(2)P*1, 


A passagem (1) é justificada pelo teorema do item 15 e a (2), pela 
hipótese de indução. 


38. x2 + (a + bi)x + (c + di) = O admite uma raiz real. 
Seja a a raiz real. Temos: 
oa? + (a+ bija + (c + di) = O 
(«2 + aa +c)+(ba+di=0 => 


q +aa+c=0 d 42 d 
==) +ap===|+6=:0 
asi ads Gi 5) se 
2 
> EM c-0>adb= d+ bio. 

40. z=a+ibez=a-ib 
2Z=7>(a+ib)=(a-3ab?)+(32% — bi=a-ib 
Então: 

Po a 

32b —- b'= -b > b(32º—-b2+1)=0 
“«Sea-0>5 b=+1ez=ioz=-1. 
eSeb-0>5a-=+1ez=-1oz=-1. 
eSea=b-0>5z-0. 
Portanto,z = Oouz=iouz=-ilouz=1ouz=-l. 
di 

o 5 2=(2-b)+2abi=i 
z=a+bi 
Então: 

o 
2ab = 1 e, resolvendo o sistema, temos: 

2 2 42. N2 
*Sea=5,b=5 e2=5 tis: 
a e B o adt os su 8 IB 

ea= 27 b = 2 €Z= 2 is 
e . 

ai + ee yr Dyi=1+N3 
Z=Xx+yi 
Então: 
sia 
2xy = 3 e, resolvendo o sistema, temos: 
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e Sex = is SA lia 
Eae se AD aa ud 62 
ada An RE ia 
43. 2+y-1(D)D> y=x-41 (Il) 


Sa! A E Ms a A 6 Ri il) 
l+x-iy 1+9)-iy (MEM) riyo 
Mi +x?>y]+ 21 + xyi o 
= (1 +x2+y? 
m [1+2x+x2+(X — 1) +2(1 + xy 
LAR DE DE y) = 

0 2x1 + x) + 2(1 + xyi o 

1+2x+1 = 
2x(1 + x) + 2(1 + xyi o 

2(1 + x) E 
=x+iy 


1+senx+i-cosx 1+senx+i-cosx 1-—senx+i-cosx . 
1-senx-—i-cosx 1-senx-—i-cosx 1-senx+i-cosx 

— (1 +senx)(1 — senx)+cos?x]—[1 +senx+1 — senx]-cosx-i 

(1 — sen x? + cos? x 


44 fo)= 


| - COS X 
“(1-senx) - h(x) 
o - [Senx (senx + 1) | 
EI) SA Beta loss * x cos ei cosx 
— (1 + senx)-cosx-i | dicosx. = ho) 
E cos? x “T- sen — sen x 
Então: f(x) = g(x), Vx, x £ E + km. 
52. az=1+i>[|7]=12 


Então: |2º| = (V2)º = 22. 
b)z=1-i5|]=12 
Então: |z*| = (N2)* = 4. 


o) z=(5+12)i=-12+5 > |]=V(-122+52=13 


ou 
2, =-5+12 >|4|)=-N52+122=13 
Z=i>|,|=1 


|z, + 25) = |x,] -|z)) = 13 - 1 = 13 
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dd) z=1+i>|z|=12 
,=2+2i >|) =242 
2,=4+4i >|2;))= 412 
Então: 


|, -z,: 25) = |2])* |z5] 0 |25] = (02)(22)(442) = 1642. 


Jn=1+i>l|g|=12 
Z=2-2i >|] = 242 


Então: 
Aj N2 4 
Zo 2/2 2º 


f) z=5 >|2,|=5 


Z=3+4 >|g|=5 


Então: 
Zi Do 
=| 5 =1. 
57. Zzl=|wW=1e1+7mwz0 


z=cosa+isena,w=cosfp+isenp 
z+w=(cosa+isena)+ (cos +isenB) = 
=(cosa+ cosB)+i(sena + senB) = 


a+pB a—pB . a+pB a—pB 
. —— + =. 
> cos > 2i sen > cos 


= 2 cos 


= a—pB a+B o. cre 
2 cos > [cos > + i sen > 


1+2zw=1+(cosa+isenajd(cos B + isenB) = 
=1 +(cosacos — sena sen) + i(cosacos B + senacosp) = 
=1+cos(a+B)+isen(a +B)= 


- cu +B , a+p. a+B 
2 cos E 2i sen. cos 2 
- 2 005 &1 Blcos LB + i sent TB) 
Então 
a-—pB a+pB o) == 
+ 
z+w 2008 > [cos “tb i sen > e > 
1 + zw 
a+pB a+B “+ B) a +pB 
+ 
2 cos 3 [cos 2 i sen 2 cos 3 
Z+HW - 


Portanto, 
1+2zw 
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58. Z,=p(cos db +isen db) 
Z, = p(cos & +isen db) 
Então: 


Z,—iz;=p(cosd +isendb)-— ip(send +icos db) 
=p(cosdb +isend)+p(cos b — isen db) 
= 2p cos & 

Portanto, z, — i z, é real. 


59. Z,=cosa+i-sena ez, =cosB+i-senp 
Z+z =1 > (cosa+cosbB)+i-(sena-+senB)=1 > 
> (cosa+cosB=1 e sena+senB=0) > 


3 
> cos a = cos B = e sena = —sen B = 5. 
1,43 SB 
Portanto, z, = > + is eLn=5 is 
65. Determinemos as coordenadas de P,, P,, Ps e P,, afixos de b, b + z, 


b+z+ize b+ iz, respectivamente: 
b=2-(cos30º+i-sen30)=3+i> P=(N3,1) 
b+z=(N3+p-cos6)+i(L+p- seno) > P,=(V3+p-cos6,1+p-seng) 
b+z+iz=(N3+p-cos6-—-p-sen9)+i(l+p-seng+p-cos6) > 

> P,=(N3+p-cos6-p-seng,1+p-seng+p-cos 6) 
b+iz=(N3-p-sen9)+i-(L+p-cos6) > 

> P,=(N3-p-sen6,1+p-cos6) 

PP; = VIA +(AyP = Nip" sen OP+p-cos OP pe mag;= 7 
PP, = V(Ax)2+(Ay? = N(p-cos 02 +(p-sen6? =p e mp, = tg0 


“tg0 
Então P,P, P,P, é um quadrado. 


66. Zz=x+yi,Zz=x-—yi 
Z x i 
a O sis vis Ss 
Z x—yi 
E esta condição é satisfeita pelos pontos da reta x = —y, bissetriz 


do 2º e 4º quadrantes do plano de Argand-Gauss. 
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67. Z4*x ez =r(cosa-+isena) y 
z&*H0 ez, =s(cosb+isenb) 
Z1 r(cosa+isena) 


md Z -s (cos b + i sen b) 0 


x 


Z1 | r(cosa-cosb+sena-senb) +i(-senb.cosa + sena-cosb) 


Z, s(cos? b + sen? b) 


= = cos (a — b) + isen (a — b)] 


Z 
m(E)-o > sen(a-b)=0 > a=b oua=b+m 
2 
= Z1 E E 
Então, — = Er é uma reta que passa pela origem. 
2 
69. z-(1+)j<1 
Z=x+iy 
Temos: 


p-(1+M=Ix>9)+igy- 2) 
Então: 

(x — 12 +(y — 1)2 < 1 representa 
um círculo de centro (1, 1) e raio 1. 


TO. Zz=x+yiet=2+3i 
A=fzecClz-t<1)= 

tec|x-22+(y-32<1) 

é um círculo de centro (2,3) e raio 1 

B=(x€ ClIm(z) < 3) 

é um semiplano situado da retay = 3 

para baixo. 


A N B representa um semicírculo. 


MI 


71. Zz=p(cos 0 +isen 0),0 fixo. 
Como p percorre R, z representa uma 
semirreta com origem O e formando 
ângulo 6 com o eixo dos x. 


: 0 
72. a) z=x+iy 
Então: 
4 E q: E 
W = pa A == — — 
FA x+ iy 
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2X +y2>—x iy 
o x + y2 X + y 
uéa parte reale v a parte imaginária do complexo w. 
Então: 
2X +y =x 
 X+y 
Es Y 2x2 1 1 
E E tia q DE Re e 
b) Sey = x, então u = DX =1 a PY E o 


Dafu = 1 — v, portanto Q = u + iv percorre a retau = 1 — uv. 
Notemos para encerrar que v * O, caso contrário y = 0 = xe 
anula-se z. 


73. Seja z = x + yi um número com- 
plexo que satisfaz a condição 
|z — 25i| < 15, então: 

x + (y — 25) <= 15 > 

> x +(y— 252 < 225. 

Conclui-se que z pode ser qualquer 
complexo representado por ponto do 
círculo de centro (0, 25) e raio 15 (ver 
figura). 

O complexo que tem o menor argu- 
mento é representado por T(x, y), pon- 
to de tangência da reta OT com o círculo. T satisfaz duas condições: 
OT? = 25º - 15º = 400 5 xX2+yº = 400 

T está na circunferência > x? + (y — 25)? = 225. 

Resolvendo o sistema, temos x = 12 ey = 16, então z = 12 + 16i. 


74. z=p(cos0+iseng6) 
Então: 


Z2 + p? = p?(cos?0 — sen?0 + 2isen 0 - cos 6) + p? = 
= p?(2 cos? 0 + 2i sen O cos 60) = 


2p? cos 6 (cos 6 + i sen 6) 


Z = p (cos 0 + isen 60) - 
Z2 + p? 2p? cos 6 (cos 6 + ii sen 6) 
1 


T 2 
“sd (t+ Trim Kez)óreal 
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75. 


82. 


iz = ip(cos60 +isen0)=p(—sen 0 +icos 0) 

Então: 

p-iz p(i+sen0 —icos0) . 

ptiz p(1-—-senH+cos60) - 

— 1 +sen0—icos0 1 -—-sen6 —icos6 | 
“4-sen9+icos6 1-seng-icos6 | 

- (1- sen? 6 — cos? 6) — il(1 + sen 0) cos 6 + cos 6 (1 — sen 6)] 
E 1-—-2sen60+ sen?0 + cos26 


-. 2icos0 
2(1 — sen 6) 
cos 6 q EE no 
End (o £otkmke 7) é imaginário puro. 


a) la+bijl=5 > a2+b2 = 25 (1) 
b-a=1(2) 

Resolvendo o sistema, temos: 
a=-3eb-4 oua--4eb=--3. 


Como 0<0<E >Sa+bi=3+4i 


2 

b) (c + di)? = (c? — d?) + 2ied = —5 — 12i 
Então: 
E -Q=-5 

2cd = —12 
Resolvendo o sistema, temos: 
c=-2 ou c=2. 
Como c < O,temos quec=-2ed-3ec+di=-2+3i. 
Então: 


c+d a+c 43 
Ba =D=8i o, do. 842 di 


Sra -2=a 9-2 59+2 45 
(=74D4)=9=8) 342) 4=] 


so To. us 
2="3+i=2(cos G +iseng) 


n — nn = 9Dn na 1 na 
7 =(N3+) [cos TE + isen TE] 
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Então: 
Im(27”) = 0 > sen e -0 
a) Z7” é real e positivo > > 
nm 
Re(z") > 0 = cos c >0 


=”  =2km > n=12kk= 0,104) 


Então, o menor valor de n para que Z” seja real e positivo é n = O. 
Im(z”) = O 


b) Z”" é real e negativo = 5 
Re(z") < O 
sen o =0 n 
> º > q = m+2kr = n=62k+1)k=0,1,2,3,...) 
cos-E <0 
6 
Então, o menor valor de n para que Z” seja real e negativo é n = 6. 
c) 7º é imaginário puro > IMZ) £ 0 5 
Re(z”) = O 
sen - 0 ' 
= sT=T4+kS n=3+6k(k=0,1,2,..) 
nm 6 2 
cos = (o) 


Então, o menor valor de n para que Z” seja imaginário puro é n = 3. 


83. z=a+bi 
a)iz+22+1-i-0 5 i(a+b)+2a —- b)=-1+i 5 
=> (2a-b)+(a-2bji=-1+i = [dc bei 
a-2b=1 
Resolvendo o sistema, temosa = -1 e b=-—1. 
Então,z = —1 —i. 
b)z=-1-i 


Então, [2] = N(-12 + (-12 = V2e 


temos, portanto: arg z = Rea 


4 

c) 2104 = (2/1004 [cos RE e da +isen E Se Sm) = 
= 25%2(cos 7 + isen 7) = 

= 2502(-4) — 

= — 9502 
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89. e + na é uma das raízes quartas de z, então 
[2.12 2 >> Z—- Ea (1 + i) = q (4)=-1. 
Logo,z = cosm+isenm e 
vz =cosTiÃO  icenTiÃO 0,1) 
w=cos>+isent=i 

' 2 2 
W =p Copos ls | 
2 2 ' 
Portanto, as raízes quadradas de z são i e —i. 
90. —2 é uma das raízes sextas do complexo z; então 


(-28 =z > z= 64 = 64(cos 0 +i-sen0). 
As raízes sextas de z são dadas pela fórmula: 
0O+2kr . á O + 2kz 


Z=— cos L$2km , jo 


E E | com k E (0,1,2,3,4,5). 


k=0 > z=2(cos0+i-sen0O)=2 
k = > n=20sF+isenZ]=1+N5 
k=2 5 2= [cos ZE + sen ZE) =-1+ 3 


2 
k=3 > z=2(cosm+i-senm)=-—2 
2 


k=4 5 4= [cos &L + i- sen SE) = 1 — 3 
k=5 = = 2/05 ME ri sen SE) =1- 5 


91. z=256 >|z|=256 e 0=0. 
As raízes quartas de z são os vértices do 
quadrado inscrito na circunferência de raio 
256 = 4 e centro na origem, tendo uma 
delas argumento O. 


92. 2i é uma das raízes sextas do complexo z, então: 
2i)º=-z > z=-64 = 64(cosm +isenm). 
As raízes sextas de z são dadas pela fórmula: 


+ : | 
DO aan T+2km] em que k é um dos naturais 


Zk = 2/cos 6 6 


0,1,2,3,4,05. 
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k=0 > 2% = 2[c0s T +i-senD)=03 + 
T T E 
k=1 5 2, =2fcosT +i-sen)=2i 
k=2 > 2; = 2(cos E + sen D) = 341 
[&u tm 
k=3 > 2, = 2008 57 + i sen 5) = "3-1 
3... T 
k=4 > 2, = 2005 5 + | - sen DO) = —2i 
k=5 > 2, = 2fc08 ora iosenSGE) = 43 
Portanto, os números complexos representados pelos outros cinco 
vértices do hexágono são: 3 +, -V3+i,-43-i,-2) e 3-1 


93. z=i+N-8i 


Su==g =pej-j=8 0 058 


o 
u= sí cos + i sen E) 


2 2 
2km ; 2km 
Nu = 2/oos [5 + 3 Ee) risen(s +33. | 
Então: 
w=2iez=i+2i=3i 
W, = (3-iez=i-V3-i=-—3 


m="3-jez=i+V3-1=43. 
94. g-1+f=15>272-1+1=M 
VT = Yp(cos Ltd , icon id) y 


u=1>p=l|uj=1e0=0> 


k 
> A sql isa tl 


2 2 
Então: E RE 
W=>1>5>272=2-i 
w=]i>2z2=1 =2 
W=-1 > 2=-] 
w=->2z2=1-—2i. 
95. Seja z = p- (cos 6 +i- sen 6). As raízes 2n-ésimas de z são os 
números complexos: 
Z;= “Vo (cos a + i- sen o com k variando de0a 2n — 1. 
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96. 


97. 


98. 


A soma dessas raízes é: 


2n= 1 2n:=1 an= à 
» n="p[ S cos Stem sen Sm) 
k=0 k=0 2n k=0 2n 


Para cada k, atribuído a k, com O <k, < n, existe um k, = k, + n, com 
n<k=< 2ntal que: 


9 + 2kom 9+2(k+ n)m pr | 0+2kim 
cos ——— =c0s—— > —>—— =c0S|——>— + m|=—C0S—— 
2n 2n 2n 2n 
0+2km 9+2(k + nm pai ] 09+2km 
sen——— =sen————— — =sen|—>— +m |=—-sen——>—— 
2n 2n 2n 2n 
Então 
“O 042 ? 9+2k 
3, cos T-0e > sen T=0 
k= 2n E 2n 
(pois as paralelas são duas a duas opostas) 
2n-1 
e daí po Z,=0. 
k=0 
Sejaz=a+ib. 
Então: 
2 = Zi 
2 = (a +ib? — a? — b? + 2abi 
Z=(a+ibi=-b+ai = 
od PÉ ef a=0 > b=0 ou b=-1 
2ab = a 2 2 
; 13 dl E 
Então:z = 0Oouz=-iouz=-5 +5louz=-5 +5] e, por- 


tanto, o número de pontos é 4. 


z=x+iylz—-1?=2x ey=2. 

Então: 
z-1P=|(x-1)+yil=vIx—12+yP=2x>x+y2-4x+1=0 
é uma circunferência de centro (2, 0) e raio 3. Como y=2= 73, 
o conjunto é vazio. 


Sejaz=a+ib. 

Então: 

z+2+1-i=0>ia+ib+2a-ib+1-i=0 

Pa-b+(a-2j=-1+i5 

[Ri a=-1eb=-1e,portanto,z=-(1 +). 
a-2b=1 
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z=r(cos 0 + isen 6) 

Temos: 

|zj= NVrí(cos? 0 + sen? 6) 

zZ2=rº (cos 20 + i sen 20) 

2+|=0 > (?-.cos20+n+i-sen20=0 > 
=” Ro 


r sen 20 — O 
Resolvendo o sistema de equações, temos: r = O ou (sen 260 = O, 
cos 20 = —1 e r=1). Daí vem: 
z=0 ou 
= ea asa E = Eos qjtisa 
2 = (cos 5 + i sen 3) = ou Z = cos = +i 2 Sol 


Portanto, o número de soluções da equação é 3. 
Z=X+yi 
(+18+2=0 >(4,+1P=-R>SI(z+ 1P|=I|g]l> 
> |+Hil=-lgj> Vvt+ifrye=vérys 2X+1=05 
qe 
2 


Então todos os z,, com k E (0, 1,2,3, 4), têm a mesma parte real e 
estão sobre uma reta paralela ao eixo imaginário. 


[o poi — Polinômios 


109. 


110. 


111. 


A soma dos coeficientes de (4xº — 2x2? — 2x — 1)% é 
p(1)=(4-2-2-1438=(—-1)38 =4, 


f(x) = O para todo x do conjunto (1,2,3,4,5)ef(x) = axº+bx2 + cx+d, 
temos: 

f(1)=a+b+c+d=0 

f(2) = 8a + 4h +2c +d=0 

f(3)=27a+9b + 3c+ d =0 

f(4) = 64a + 16b + 4c + d = 0 

f(5) = 125a + 25b + 5c+ d=0 

Resolvendo o sistema, encontramosa =b=c=d=0 > f(60)=0. 


f=(a-2xX+(b+2x+(3-c)=0 
Temos: 

a-2=05 a=2 

b+2=05 b=-2 
3-c=-0>5 c=3. 
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112. 


113. 


114. 


116. 


117. 


118. 


(n= + n=>D + p=ax+8 


fg)=(a+b-5Dx+(b+c-Tx+(a+c) e fx) =0 
Temos: 


a+b-5=-0 

b+c-—-7=0 

a+c=0. 

Resolvendo o sistema, temos: a 1,b=-6ec=-1. 


Sendof=(m:n-2x +(m?-nº-3x+(m+n-3x+2m-5n+1 
e se f(x) = O, temos: 

m:n-—-2=0 

m-nº-3=0 

m+n-—-3=0 

2m — 5n+1=0. 

Resolvendo o sistema, temos m = 2 en = 1e, portanto: 


m+n=2+12=5. 


f(x) = (a — 1)xX2 + bx + c,g(x) = 2ax? + 2bx — c e f(x) = g(x). Temos: 


a-i=-2a>a=-1 
b=2b > b=0 
c=-c> c=0 


ax? — bx — 5 
3X + Tx + c 
a=9 

-b=21 > b=-21 


=3 > ax — bx—- 5 = 9x + 21x+ 30, Vx 


Gp çe-ê 


3 

2 =— 
E =kWXEC 
Então: 
3x + 5x—-8=(axX— 10x + b)-k, VxE OC 
e daí: 
3=ka,5 = —10ke —8 = kb. 
Resolvendo esse sistema, temosa = —-Geb = 16 > a+b= 10 


2X + 3x + À = 
Então: 


(m-1+(n-2X+(p-3x+8=2k2+3kx+4kVXEC 
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e daí: 
m-1=0,n-2=2kp-3=3ke8B=ãa4k. 
Resolvendo esse sistema, temosm = 1,n=6ep-9. 


124. f=-x2,g=X2+x,h=xX+x +05, 
k=3x —- 6x + 2x e 
k=af+bg+ch=ax + b(x + x?) + c(x2 + x! + xº) 
= cx +(b+ cx + (a +b + cx? 
Então,c=-3,b+c=--6Ga+b+c=2 
Portanto:a = 8;b 9c=83. 


125. xX —-2x+1=a(xX +x+ 1)+ (bx+ cx + 1) 
=(a+b)xº+(a+b+cx+(a+c) 
Então:a+b +c=-—2. 


126. 22 +17=(K +b?-—-(xX —a)(xX + a?),a>0,b>0 
= 2bx + b? + a? 
Então: 
2b=2 > b=1 
b2+a!=17 > a=+2.Comoa>0 > a=2e,portanto,a-b=1. 


127. — a,pi(x) + a,polx) + aspa(x) = O 
au(x? + 2x + 1)+ ax? + 1) + a(x? + 2x + 2) = O 
(a + a, + aj)x + 2a, + as)x + (a, + a, + 2a5) = O 
Então: 
ata + a =0 
2a, + 2a,=0 
ata,+2a,=0 
Resolvendo o sistema, temos a, = a, = a; = 0 e, portanto, p,(x), 
po(x) e pa(x) são L.I. 


128. f=(x-12+(x-32-2(x—-22-2= 
=(X-2Xx+1)+(X —- 6x+9)—-2(x — 4x+4) —- 2 = 
=(1+1-29xX+(-2-6+8x+(1+9-8-2)= 
= 0xX2+ 0x+0 
=0 


129. f-X2+pxtqgqeg=-xX-—(p+ax+ pq 
f-g > (p=-p-qe q=pg) 
Resolvendo esse sistema, temos: 
p=q=0 ou (p=-1eq=--2). 
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130. 


131. 


132. 


134. 


a) ax —-1)+bx+c=-0 > ax +bx-a+c=0 


Então: 
a=0 
b=0 


-a+c=0>5a=c=0. 

b) ax +y) +(b+cx+c=xX+4x+2 5 

ax +(athb+cx+c=x] + 4x + 2. Então: 
a=1 

c=2 

at+b+c=4>5 b=1 

c) xX -axx+1)+b(xX —- 1)+cex+4=X-25 
5 x$+(b-ax+(c—-ax-—b+4 =x — 2. Então: 
b-a=0>b=a 

c-a=0>5c=a 
4-b=--2>5 b-6 5 a-c-6. 


t=(2+N2:x+1)2 —-V2:x+1)= 
=f=x(x—-V2:x+1)+42-nb2—-V2.x+19)+1:(2—V2:x+1)= 
=x -V2.38 +02 +4)2:43 22 +N2:x +42 N2:x+1= 
=x +(V2-V2be+(1-2 +12 +(V2 -V2)x +41 = 

=X +0-$+0-xX+0:x+1= 

=x+1 = 

=B 


f=xX +ox+B 
g=xX+2+1+20+2x+2X2 -x =22+3X2 +2x+1 

f = g impossível porque os coeficientes de xº são distintos e os de 
x? também. 


fé polinômio quadrado perfeito se existir px + q tal que f = (px + q)2. 
Então: 
f= (ax + b)? + (cx + d)? = (a? + c2?)x2? + 2(ab + cd)x + b? + d? = 
= p2x2? + 2pax + q2 
Então: 

a” +c? =p? (1) 

2(ab + cd) = 2pqg (2) 

b2+d=q? (3) 


cd? = (a2 + cb? + d?) > 
ab)? + 2abcd + (ed)? = (ab)? + (ad)? + (bc)? + (cd)? => 
b 


( 
> (ab 
= (ad)? — 2abed + ( 
> (ad 


c2=0 > 
ad — be)? = 0 => ad = bc 
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135. 4x —- 8X +8xX2 —-4(p+1x+(p+12=(ax + bx+c)? = 
= a2x! + 2abxº + (2ac + b?)x? + 2bcx + c? 
Então: 
a2-4 > a=+2 
sea=2> b=-2 
2op=-8 = (Wall Pors 
Ro 5 c=1 
di sea=-2>5c=-1 
p=—2 
C=(p+1p= (DO, 
2bc = —4p+)> 72M(-2D)=-4p+1)> p-0 
Portanto: p = O. 


2ac + b? = 


136. P(x) é um cubo perfeito se existirem p e q tais que P(x) = (px + q). 
Temos: P(x) = p? -xº + 3p?gx? + 3p - qx + qº. 


Então: 
A=pº(1);B=3p?%g (2);C = ã3pg”(3);D = aqº(4) 
(3) B2 9p'a? (1) B2 
Di ps 2012 Eae e 3º Ea 
2) > B=(Sp'q” > 3pq? 3p 3 => C=57 
3 20)3 6n3 (4) 2 Bº 
(2) > Bº = (3p?9)º — 27pºq” = 210 -D > D= 550" 
B2 Bº 
Portanto: C = 3A e D= DITA 


137. (K+IX+Kk-3X+I3=(K+HAL+H(X+HDP= 
=22+2Ma+bx+a2+p? 


Então: 

[os câee +b 1] Pra 
—-3=2(a > a =-1[51.0 = 
13=a82+b? iai a 


Conclusão: para k = 1, o trinômio dado fica 2x? — 2x + 13, que é 
iguala (x — 3)2 + (x + 272. 


138. —6x2 + 36x — 56 = (x— b$ — (x — a) 
=3a-—b)x?+3(b? —-a?)x + a — bê 
Então: 


3b2-2)=36 > b2-a2=12 [=b=4e0=2 


a — bº' = —56 
Portanto: —6x? + 36x — 56 = (x — 43 — (x — 23. 


[e curas pla 


439 od f=xº + 20x — 4ax + 4 
- E Sera +2p= x + ARA BH BA 
o que é impossível, pois f não tem termo em x?2. 
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147. 


149. 


150. 


151. 


152. 


a) P(10) = A = aBy = 1000 + 10B + y = 1024 + 10!B + 10%. 
Então: P(x) = ax? + Bx + y 

b) A = aBy = 1004 + 10B + y = 

=(99+1)a+(9+ DB+y= 

= 99 +9B+(a+B+y) 

Portanto, A é divisível por 3 se, e somente se, «a + B + y é múltiplo 
de 3. 


f(x) = ax? + bx + c 

(1)=0>a+b+c=0(1) 

fo) =f(x— 1), Vx > ax +bx+c=a(x— 12 + b(x— 1) + c, VYx 
Então ax? + bx+ c=ax+(b-—- 2a)x+(a-— b+ o), VYx 
edaívemb=b-2a(2)ec-a-b+c(3). 

De (2) vem a = 0,e o problema é impossível porque f deveria ser 
do 2º grau. 


P(x) = ax + bx2+ cx+d 

P(-x)= a(>xº + b(-x2 + e(-x) + d= —ax + bx — cx+d 
P6)=P(-x) > a=-a > a=0 

Então P(x) não é do 3º grau e, portanto, nenhum polinômio tem a 
propriedade desejada. 


ag=—1 
a=1i+ica=1+i(-1)=1-i 
a=i+ica=1+i(1-)=2+i 
a=1i+ica=1+i(2+]))=2i 


aa=1+ica=1+iL)=-1=a 

Os coeficientes formam uma sequência cíclica 
(1,1-1,2+1,2;,;-1,1-1,2+i1,2i,...), então: 
ao = a, ap... =a=2+i. 


a) P(x) = ax + bx? + cx+d 
P(x—-1)=a(x-15+b(x—-12+e(x—-1)+d= 
=axé+(b-3a)xX+(c—2b+3a)x+(-a+b-c+ad) 
Impondo P(x) — P(x — 1) = x2, Yx, vem 

3x? — (2b — 3a)x + (a—- b+ 0) =x?,Vx 


e daí: 
3a=1,-2b+3a-0ea-b+c=-0 
1 ah i. 
deondevema = 3,b=5 e C-e 
Sei biáo Aa dá 
Conclusão: P(x) = 3X + 3 XE a 6X + d. 
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o 


)JS=2+2+32+..+n2= 
[P(1) — P(0)] + [P(2) — P(1)] + [P(3) — P(2)] + ... + [P(m) — P(n — D)] = 


rtp dp d=ds 


Pim) "aa 
20º +30 +n  n(n+ 4/2n+ 1) 
6 6 
154. Sejam q o quociente e ro resto da divisão de f por g, tais que dg = 4 


e dq = 2. Temos: 
egg+r=[> dqg+rn=êoaf 
“od <og 

a) dr- 15 5%-2+4-6 
b)ôr=-25 5%-2+4-=6. 
Portanto: ôf = 6 nos dois casos. 


[= st=sa+5 


155. ôP(x) = m,8S(x) =n,n<m, 5R(x) = p. Então: 
oR(x) <6S(g) =n > 5R()<n—1. 
Portanto: O <p=n-—41. 


156. Sejam Q o quociente e R o resto da divisão de P por B, tais que 
oP=-pesdQ=-=a. 
Então:9B-6P —- 80 =p- qe 9R<9B=-p-a. 
Portanto: 8R =p —- q-— 1. 


161. f=x-3axX+ (2a -— b)x + 2bx + (a + 3b) 


g=x2-3x+4 
dgq=-5%f-d-2>5]q=mxX+Ank+s 
r=0 


f=-qg=(mxX+nx+s)xº — 3x +4) 

= mx! + (n — 3m)º + (4m — 3n + s)x? + (4n — 3s)x + 4s 
Então:m=1,n-3m=-3a,4m-3n+s=2a-b,4n-3s=2be 
4s=a+3b. 


a-tep-8 

Resolvendo o sistema, temos: a = 7 eb = 34º 

162. 90Q=5F-35G=4-2=25Q=ax+bx+c 
R=0 


F=QG=(ax+bx+c(xX + px+ aq) 

x +1 = ax! + (ap + b)xº + (aq + bp + c)x? + (bg + cp)x + qe 
Então:a=1,ap+b=0,aq+bp+c=0O,bq+cp=-0eqe=1. 
Resolvendo o sistema, temos: q = 1 e p= +12. 


163. 8Q=8P,-8P,=3-2=15QwM=ax+b 
o 


P,(x) = Q(x) - P(x) = (ax + b)(x? — x + 1) 
xX+px -qx+3-a+(b-a)x +(a-—b)x+b 
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164. 


168. 


169. 


170. 


171. 


Então:va=1,b-a=pa-b=-qgeb-3. 
Resolvendo o sistema, temos: p = q = 2. 


00 =9F—- 36 =3-2=15 0(x)=ax+b 
R=0 

F(x) = Q(x) - G(x) = (ax + b)(x? + 2x + 5) 
xX+px+q=ax + (2a + b)x? + (5a + 2b)x + Db 
Então:a=1,2a+b-0,5a+2b -pe5b=aq. 
Resolvendo o sistema, temos: p = 1 eq = —10. 


oF(x) — 9A(x) — 9B(x) = 1 > F(x) = ax+b 

R=-0 

A(x) = B(x) : F(x) = (ax + b)(—x? + 5x — 6) 

x — 2x? — 9x + 18 = —axº + (Da — b)x? + (Db — Ga)x = 6b 
Então: -a=1,5a—-b=-2,5b —- 6a = —-9e —6b = 18. 


Resolvendo o sistema, temos: a = —-1 eb = —3 e portanto: 
= AO) E 
F(x) = B(9) =ax+b=-x-—8. 
Pelo método da chave, temos: 
2xº + x2 — &x x — 4 
—2xº + 8x 2x+1 
x2 
—x? +4 
4 
Então: PO = ox + 44 —4 


q(x x — 4 


) 
Como oP = 3, a igualdade é impossível porque o 1º membro tem 
grau maior que o 2º. 
9P<3 > P(x) — ax? + bx + c. Temos, então: 
(3x + 2)P(x) = 3X +x2º — 6x — 2 + P(x) > 
= 3axº +(3b + 2a)x2+(3c + 2b)x+2c=3xº +(a+1)x2+(b—6)x+c—2 
Então:3a =3,3b+2a=a+1,3c+2b=b —-6e2c=c-—2. 
Resolvendo o sistema, temos:a = 1,b = 0 ec 2 e, portanto, 
P(xy)=x2+0:x—-2=x-—-2=B(x). 


dq 2 > q-ax+bx+cer= oO. Temos: 

2X +3xX +mxº — nx—-3=(ax + bx+c)xº — 2x — 3) = 

= ax! + (b — 2a)xº + (c — 3a — 2b)x? + (—3b — 2e)x — 3c 
Então:a=2,b-2a=83,c-—-3a-2b=m,-3b —2c = -n e 
—3€ = —8. 

Resolvendo o sistema, temos: m = —19 en = 23. 
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172. a) 2x + Ax +3B|xº—- 3x+9 
—2xº + 6x] — 18x 2x + 6 
6x2 + (A — 18)x + 3B 
— 6x? 18x — 54 
Ax + 3B — 54 


Então, temos: quociente = 2x + 6 
resto = Ax + 3B — 54, 
b) Para que a divisão seja exata, devemos ter resto nulo. 


Então: 
o o = A=0 
r= Ax+3B 54-05 [550 


173. 1 a b 20 1-54 


—1 jo) —4 1a+s5 
a+5 b-—4 20 
—(a + 5) Sa + 25 —4a — 20 
b+5a+21 —4a 
Então: 


—-42=0 > a=0 
b+5a+21=0 > b=-21e, portanto: 


ape. 
175. Ã =a m 1 |2-14 
e. -2 1 
2 —— 
1º =D 1 2 

a 1 

- 2 2 

15 8 

2 2 


Então, o resto da divisão de P,(x 


a 


somente se Ei si ou pro 
2 2" 
177. Temos inicialmente: 


A=QB+R (1) e 9R<9B (2) 

Sejam Q, o quociente e R, o resto da divisão de A por 2B. 
A=Q(2B)+R, (3) e 8R <92B) (4) 

De (1) e (2), temos: 


A= [xoJ2s) +Re 8R<8B=5%2B) 
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178. 


179. 


181. 


Portanto, >0 e R satisfazem as condições para serem quociente e 


resto, respectivamente, da divisão de A por 2B. 
Então, devido à unicidade do quociente e do resto, devemos ter: 


1 
Q=5QeR =R. 


Sex' + px+ qé divisível porx? + ax +bex? +1x+s, então: 

x +px+q=(xX+ax + bmx + n) = mé + (am + n)x2 + (bm + anx + bn, 
é+px+gq=(4+x+s(m'x+n)+m% +(rm' + nx + (sm' +m'x+sn 
Temos, então: 


m=1 

am+n=0 > a=—n Oi os US 
bm+an=p = p=b a (1) 
bn=q > q=-ab (2) 

m'=1 

men =05r=—n' 


— = a2 
sm +m' =p =p b — aé (8) 


sn'=q> q=-sr (4) 
de (2) e (4) > s=2 (5) 


de(1)e(3) > b-a?=s 


2 8 ab 2 
r 

5 mMb-a)=ab- 5 rm-ab=ra?-" > 
Ke= "o na+nta=it) 


> p=. METHCOU  ma+n) 
r— a ar 


5 


fé um cubo perfeito se existir um polinômio mx + n'tal que (mx + n)º = f. 
impondo essa igualdade, temos: 

axé + 3x? + 3cx + d = mêxê + 3m2nx? + 3mnx + nº 
edaívema=mê,b=mên,c=mned=nº 

e este sistema dá como solução m = Naen= Na. Esta solução só 
satisfaz as quatro equações se: 


b = mn = Vad e c= mn? = Vad?, ou seja, bº= a2d e cº = ad?. 

Sejam q, e q, os quocientes das divisões, respectivamente, de f por h 
d a f=q:h 

e de g por h: E=ch 

Sejam q o quociente e r o resto da divisão de: 

a) f+gporh:f+g=aqh+rTemos:r=f+g-q-h > 

5 r=q:h+9g,:h>-q:h=(q,+q,— q)h. Portanto, f + g é divisível 

por h. 
b) f-gporh:f-g=qh+r>r=f-g-gh> 
> r=qh-— qh- qh= (q, — q, — ah. Portanto, f — g é divisível por h. 
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200. 


201. 
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c) f-gporh:fg=qh+r> r=fg-gh > 
> r = (qihaoh) — ah = (q: qoh — gh. 
Portanto, f - g é divisível por h. 


Sejamf-4x +3xw-2+1eg=x+1. 

a) npar> r=f(-1)=4(-1"P+3(-1pP2+1=8 

b) nímpar > r=f(-1)=4(-1"+3(-1P-24+1=-4-3+1=-6 
Portanto: se n par, r = 8; se n ímpar, n = —6. 


Para que P(x) seja divisível por x + a, é necessário que o resto r da di- 
visão seja O, mas r = P(—a); então deve-se ter P(—a) = O. Conclusão: 
—a deve ser raiz de P(x). 


Seja f = ax? — 2x + 1; f(3) = 4 = 27a-5=4 2-5. 


5 0 a b 3 1 2 
5 10 a +20 2a +b+40 4a +2b+83|8a + 4b + 167 
NO 


q = 5x! + cx + dx? + ex + 115, então: 
4a +2b +83 -115 > 44+2b-32 e 
r=8a + 4b + 167 =-64+4167-231 


2 8 = 0 16 —4 
=8 b 4 e 


A terceira linha é a soma das duas primeiras; então: 
8s+(-8)-=a,(-1) +b=c,0+4=d,16+e=f. 

A segunda linha é obtida multiplicando os elementos 2, a, c, d (da 
terceira linha) por —4, então: 

a:(-4)=b,c:(-4)=4 e d-(-4)=e. 

Dessas sete condições resulta: 

a=0,b=0-(-4) =0,c ao 14,d=4,e=4-:(-4) = —16€e 


4 
f=16+(-16) = 0. 
a+b+ctd+e+f=-13 


P(x) é um determinante de Vandermonde. Então, 
P(x) = (x — a)lx — blx — c)(x — dita — bJ(a — cla — dJ(b — c)(b — d) 
(c — d). O resto da divisão de P(x) porx — bér = P(b) = O. 


P(x) = xº— 0,52x — 1,626 e P(1) — —1,146 
x) =x— 1,32 e D(1) = —0,32. Portanto: 
P(1) + D(1) = —1,146 — 0,32 = — 1,466. 
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202. 


204. 


205. 


214. 


215. 


216. 


P(x) =atax+..+a,: x" e ao a, -.., a formam, nessa ordem, 
== E = 
uma P.G. de razão > Então: 


1 1) 1y 
P(o) = do + ao - x + asa XE aja rala) ex 
x xY xy 
at + d+ (E) + +(É)] 
o o —2 —2" —2) 
(=P) =0)1+ > ++] 
=alil-1+1-1+..+1-1]-a:0-=0. 


f=ax + bx+c 

ca-1i>f-xX+bx+c 

efédivisívelporx—- 1 >5>f(1)=0>1+b+c=0 (1) 

e Os restos das divisões de f porx — 2 e x — 3 são iguais: 
f(2)=f(3)> 4+2b+c=9+3b+c. (2) 

Resolvendo (1) e (2), temos: b = —5ec=4. Portanto,f=x2— Dx +4, 


e fé polinômio do 3º grau > f= ax] + bx + cx+d. 
efseanulaparax=1 5f(1)=0>a+b+c+d=o0. (1) 
e f dividido porx + 1,x — 2e x + 2 dá restos iguais a 6 > 

5 f(-1)-6 > -a+b-c+d=6 (2) 

f(2)-6 > 8a+4b+2c+d=6 (3) 

f(-2)=-6 > -8a+4b —-2c+d=6. (4) 
Resolvendo o sistema das quatro equações, temos:a = b = 1;c= —4 
ed=2. 
Portanto, f=- x) +x2- 4x + 2. 


f(1) = f(2) = f(-3) = 0 > fé divisível por (x — 1)(x — 2x + 3). 
Portanto, r = O. 


Sejaf-qg+r;g=(x+1)x— 1)(x — 2): f(—-1) = D:; f(1) = f(2) TU; 
di<dg=-3>r=ax + bx+ce 

f=(x+ 1)x — 1)x — 2) - a(x) + (ax? + bx + c), então: 
f(-1)-=-5 5 a-b+c=-5 

f(1)=--1>5a+b+c=-1 

f(2)=--1>5 44+2b+c=—1. 

Resolvendo o sistema, temos:a = c=1 eb = -—3. 
Portanto,r=x2— 3x + 1. 


P(x) = ax + bx + cx+d 

P((-1)=0>5 -a+tb-c+d=0 
P(1)=10 > a+b+c+d=10 
P( = 
P( 


—2)= 10 > -—-8a + 4b — 2c + d = 10 
—3)= 10 > —27a + 9b — 3c + d = 10 
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5 
> b = 10,d 5. 

5 5 E o 
Portanto: P(x) = 2: xº + 10x? + 2 X- 5eo coeficiente de xº é > 


Resolvendo o sistema, temos: a = c 


217. f=-xº- 2x2 + (3a + bx — 3b,g — xº — (a + 2b)x + 2a; 
f(-1)-0>5> -1-5ba-4b = 0 
g(-1)=0> -—1+3a+2b-=0 
Resolvendo o sistema, temos:a = 3 eb = —4. 


218. f-x"+ 22% "1 +afcomp,qeNep>q 
f(-a=(-aP+2-aº-(-apoi+ta 
Se pe q são ímpares, temos: 
f(l-a)= a? +2-a9-aP 1 +a = 22º. 
Se pe q são pares, temos: 
f(l-a)=a”+2-a- ai +a = 42º. 
Se q é par e p é ímpar, temos: 
f(-a)=-aº—- 2 -aº- a Ira” = —2aº. 
Se p é par e q é ímpar, temos: 
f(-a)=a”—- 2 -a!- a” 4 + a” = O (independente de a). 
Portanto, p par e q ímpar é a solução. 


228. P(x) =xº9º —1:P(1)=1999 -1=0 5 R(x)-0 
998 zeros 


1 0 0 0 li 1 


1 E 1 1 (0) 
OM) =xXB +xW +t+x+1e M(0)=1 
Portanto: R(x) = 0 e QO(0) = 1. 


229. Aplicando duas vezes Briot: 
a 


Impondo r, = 0 er, = O, vem: 
a+3=0 > a=-3 
atb+1=0>b=2., 


230. P(2)=-13,P(-2)-5 e P(x) = (xX — 4) - Q(x) + R(x). 
Temos: R(x) = ax + b. 
P(2)=(22 -4)0(y) +22 +b > 2a +b=13 
P(-2) =[(-2)2 + 4]0(x) — 2a +b > —-2a +b =5 


6 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


231. 


232. 


234. 


238. 


242. 


243. 


E, resolvendo o sistema: a = 2:b = 9: R(x) = 2x + 9. 
Portanto: R(1) = 11. 


O quociente Q(x) da divisão de P(x) por (x — 2º temgraudQ = 4-3 =1; 
portanto, Q(x) = ax + b. 
Temos: 
P(x) = (x — 23(ax + b) 
P(O)--8 > -8(a:0+b)=-8 > b=1 
P((1)=-3> -—1(ac1+b)=-35a+b=35a=2 
Então 
P(x) = (x — 2(2x+ 1) e P(3)-(3-2(2-:3+1)=7 


Sejaf-x"-aneg=-x -a2=(x-alx+a). 
Então: 

flaa=a” -aM = 0 

fl-a)=(-a)” —- (-a)” = 27 —- 97 = 0. 
Portanto: x” — a?” é divisível por x? — a?, Yn E N. 


Seja Q(x) o quociente da divisão de P(x) por ax — b. Se P(r) = R, 
temos: 


P(x) — Q(x)(ax — b) + R b 
Em = Qua =rR Ss a b=0 4-5 


+ 


()=x+4º +42 —-x—-2 e gM0)=X2+3x+2=(x+ 1x+ 2). 
f(-1)=1-4+4+1-2=0 

f(-2) = 16 —- 32 +16 +2 —-2=0 

Então f(x) é divisível porx + 1 ex + 2, portanto é divisível por g(x). 


fo) =(x-27+(x-1p-1egxgM)=-x-3x+2=(x— 1x — 2). 
Se f(x) é divisível porx — 1 ex — 2, f(x) será divisível por g(x). 
Temos: 

()=[(1-2P+(1-1P-1=1+0-1=0 
f(2)=(2-27"+(2-1ph-1=0+1"º-1=0 

Portanto: (x — 2) + (x — 1) — 1 é divisível por x? — 3x + 2. 
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245. f=xº+ px + q é divisível por g = (x — 2)x + 1), se f for divisível 
porx-—- 2ex+1,istoé,f(2) -0ef(-1) - 0. 
Então: 
f(2)-05 f(2)-8+2p+g > 2p+q=-8 
(-1)=05f(-)=-1-p+ra> -p+tq=1. 
Resolvendo o sistema, temos: p = -3e q = —2. 


246. Sejamf-ax” + bx"! +c(neN*t)eg=x(x+ 1)x — 1). 
f é divisível por g se f é divisível por (x — 0), (x + 1) e (x — 1), isto é: 
fO) = c=0 
f(-1)=a-b+c=0 
f(1)=a+b+c=0 
Resolvendo o sistema de equações, temos: a = b = c = 0. 


247. Sejam f= 5xº—- 6x) + 1 e g=(x- 1). Aplicando o algoritmo de 
Briot: 


Temos, então: r, = r, = O e, portanto, f é divisível por g e 
q- 5X +43 +3X2 +2x+ 41. 


248. Sejamf=nx*!-(n+1x"+1 e g=(x- 1). Aplicando Briot: 
n — 1 zeros 


Temos: r, =r, = O e, portanto, f é divisível por g. 


249. Sejamf-ax*! +bx + 1eg=(x-— 1). Aplicando Briot: 


n — 1 zeros 
0 
+b 32a+2b 44+3b ..la(n+1)+bn) 

at+b+1=0 
a(n+ 1) +bn = 0 

a=n 
Resolvendo o sistema, temos: 

b=-n-1 
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250. 


255. 


256. 


fo) =xº—- ax + bx — bx + 2x — 1 
e Para que f(x) seja divisível por x — 1, devemos ter: 
f(1)=1-a+b-b+2-1=0>5a=2 
Paraa = 2, temos f(x) =xº—- 2x! + bx — bx + 2x — 1. 
Vamos dividir f(x) por x — 1 aplicando Briot: 
4 =2 b —b 2 —1 1 
l —1 b—1 —1 1 O 


então f(x) = (x — 1)(x! — x + (b — 1)xº — x + 1). 


qu(x) 
e Para que q,(x) seja divisível por x — 1, devemos ter: 
q()=1-1+(b-1)-1+1=05b=1 
Para b = 1, temos f(x) = (x — 1)(x! — xº — x + 1). 


O ——————— 
qu(x) 
Vamos dividir q,(x) por x — 1 aplicando Briot: 
EL = (0) —1 bh 1 
1 (0) (0) —1 (o) 


então qux) = (x — Do — 1) =(X— Dx— 12 + x+ 1). 


º Finalmente: f(x) = (x — 1) - q;(x) = (x — 1)3(x? + x + 1), então f(x) 
é divisível por (x — 1) e, como x? + x + 1 não é divisível por x — 1, 
vemm =3. 


Seja P(x) = Q(x)(x + 1)(x — 2) + R(x), com R(x) = ax + b. 
“P(-1)=35R(-1)=3>5a+b=83 
“P2)=35R(2)=352a+b=3 

Resolvendo o sistema, vema = 0 e b = 3; portanto, R(x) = 3. 


a) Dados os polinômios 

A()=-aZ” +ana Po i+..+taz+a(a+0)e 

B(7) =-b7” +b,,:7rot+..+bz+bo(b,*0), 

existem um único pelinômio o( ) e um único polinômio R(z) tais que 

Q(z) - B(z) + R(z) = A(z) e ôR(z) < 8B(z) (ou R(z) = 0). 

b) A(z) = Q(z) - Blz) + R(z) = Q(z(2? + 1) + R(z) 

ôoR(z) <8B(z) =2 > R(z)=az+b 

Temos: 
A(D)=-AB+D+RDO=-Qi)(-1+H1)+ai+b=ai+b (1) 
A) = OL= =" + 2) + Ri=b = QU nl=1 + 1)-altbs= 

=ai+b (2) 
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Resolvendo o sistema de equações (1) e (2), temos: 


 A(i) + A(>i) MD AD.. 
b = E ea= Dm i 
e, portanto: R(z) = At ds + Add “iz. 


Sejam q o quociente e r o resto da divisão de f por 
g=(x+ 2x2 + 4) = (x + 2x + 2i)(x — 2i). Temos, então: 
d<dM]=3>5>r=ax + bx+c 
f=-qg+r=q:(x+ 2x + 2i)(x — 2i) + (ax? + bx + c) 
f(—-2)=0 > 43 —-2b+c=0 

f(2)=2i+1 > —4a+c+2bi=2+1 
f(-2)=-2+1 > —4a+c-—-2bi=-2+1 


Resolvendo o sistema de equações, temos: a ã. b-1ea 3 
ortanto: r = Es +x+ a 
p =3 > 


P(x) = (x? — 4)(x2 + 1) + R(x) 
ôR<2 > R(x)=ax+b 
R(2)-9 > P(2)=2a+b=9 (1) 
P(-1)=0 5 P(-1)= -a+b=6 (2) 

(1)e(2) > a=1eb=7eR(x)-x+T7,e, portanto, 
P(x) =x! — 3X +x +83. 


— Equações polinomiais 
2 —6 4 0 0 
2 —4 0 0 0 


q=>2-4X2=2x(x-2)=0 > x=0 oux=2. 
Como x, é a maior das raízes, então x, = 2 e 5xá = 40. 


Se aeb são raízes do polinômio P(x), então pelo teorema da decom- 
posição temos: 

P(x) =a(x— a)(x — b)fx — 19)... (x — ri), an £ O 
e, portanto, ôP(x) = 2. 


Sendo f(x) = —x? + 4x2 + 7x — 10, notamos que 

(1) =-1+4+7-10=0. 

Então f(x) é divisível por x — 1. Efetuada a divisão, obtemos: 
f(x) = (x — 1)(—x2 + 3x + 10). 
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275. 


276. 


271. 


278. 


286. 


As raízes da equação —x2 + 3x + 10 = O são -2 e 5, então 
—x2 + 3x+ 10 = —(x+ 2x — 5). 
Finalmente: f(x) = —(x — 1)(x + 2)x — 5) = (1 — x)(x + 2x — 5). 


a) 6x2—- 5xy +y2 = 6x2 —- 3xy — 2x +yº = 3x(2x — y) — y(2x — y) 
= (2x — yX(3x — y) 

b) xX+4 =(x + 2i)(xº — 2i) 
As raízes da equação binômia x) + 2i=0sãol-ie —1+i, 
portanto:xX)+2i=(x-1+i)(x+ 1 -—i). 
As raízes da equação binômia x? — 2i= O sãol+ie —1 —i, 
portanto:x?—- 2i=(x-1-i)(x+1+i). 
Temos, então: 
xXx+4=(x-1+i)x+1-Dx—-1-Dx+ 1 + ii). 


Se p(x) = axº + bx! + cx? + dx? + ex + f é divisível por 


gi(x) = —2x2 + V5x= ado — 2 e por 


box) =x2-x—2=(x+ 1)(x — 2), então p(x) admite como raízes os 
a 5 
números 0, ——, —1 e 2. 


A forma fatorada de p(x) será: 


p(x) = a(x — ox E 5) (x + 1)(x — 2x — 1). 

Supondo que todos os coeficientes de p(x) sejam reais, então r tam- 
bém é real, pois x — r é o quociente de p(x) por 

a(x — ox — Es + 1)(x — 2). 


Conclusão: p(x) tem 5 raízes reais. 
Seja B = A — xl. Temos: 

TS 1 00 1-x 1 1 
B=/1 1 1|-x|l0 1 Olj=|[ 1 1-x 1 |5 
A o 01 1 1 1=x 

=> detB= —x) + 3x = —xx — 3). Portanto: S = (0, 3). 


Todas as afirmações são verdadeiras. 
a) Ver item 39. b) Ver item 41. c) Veritem 87. 


Aplicando Briot: 
1 —4 8 
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Temos x* — 4xº + 8x? — 16x + 16 = (x — 2)X4x2 + 4). 
Recaímos em x? + 4 = 0, cujas raízes são x = 2iou x = —2i. 
Portanto: S = (2, 2i, —2i). 


289. Aplicando Briot sucessivas vezes: 


Então, x — xº—- 3x2 + 5x — 2 = (x — 1)%(x + 2). Portanto, 1 é raiz tripla. 
Portanto a multiplicidade é 3. 


290. Vamos dividir P(x) por x — 1 utilizando Briot: 


=1 il: 1 1 1 
—1 = =. (0) 
Resulta P(x) = (x — 1)(—x? — 2x — 1). 
Resolvendo —x2 — 2x — 1, temos x, =x, = —1 edaíx, :x,=1. 


291. x* — 20x? + 36 — (x? — 2x? — 18) 
= (x+V29x— 2x + 3) 2x — 342) 
Então as raízes =342: =/D, V2, 3/2 formam, nessa ordem, uma 
PA. de razão 242. Portanto, a proposição correta é c. 


292. x=2 é raiz dupla de P(x) = —x! + 11X — 38x2 + 52x — 245. Apli- 


cando Briot: 
—1 11 —38 52 2 
—1 9 —20 12 2 
—1 7 —6 0) 


Recaímos em —-xX2+7x—- 6-0 > x=10ux-6. 

Como f(x) = log [P(x)] > P(X)>0 > 

5 —x-2x-—-1)x-6)>0 5 (x-1)x-60)<0ex2 5 
> i<x<2o0ou2<x<6e, portanto, 
D=(xXEeR|1<x<6,xz2) 


293. x=—2 é raiz dupla de 2xº + 7x? + 4x + K = O. Aplicando Briot: 


=! 


n=05K+4=0>5K=-—4 
Portanto: K= —4. 
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294. 


295. 


296. 


Zero é raiz dupla dex* +(3a — b)xº +(2b — 4)x2+ (ab + 4x +a +b=0. 
Aplicando Briot: 
1 3a-b 2b-4 


Ee, a+b=0 
FE na ab +4=0 
Resolvendo o sistema, temos:a = 2 eb = —2. 


A equação admite duas, e apenas duas, raízes nulas. Aplicando Briot: 


1 -5 4 -3 2 (0) 
1 -5 4 -3 2 0) 
1 -5 4 -3 2 
5-m: 
n=h=0=|S&m-n+2=0 
Resolvendo o sistema, temos:m = —5Ben = —1oum -> en=83. 
Sem = —5en = —1,a equação admite mais que duas raízes nulas. 


Portanto: m = > en=83. 


Zero é raiz de multiplicidade 3 da quação. Aplicando Briot: 


1-3 4 120+2 a-3b+18 ab+4 |O 


a-3b +13 =0 


a 
12b + 5 =0 
3 
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Resolvendo o sistema, temos: a = —12; b = = e, portanto: 
a+b= são 
3” 


297. 2 é raiz dupla. Aplicando Briot: 


Então: se m = 2, a equação algébrica admite 2 como raiz tripla. 
Logo, m £ 2. 


301. Pelas relações de Girard, temos: 


a 
cab +bc+ac= =3 


cabo = — 22 —4 
as 
1,1 ,/1 bcractab 3 
Portanto: = + b + EC a 
302. Pelas relações de Girard, temos: 
ceab+bc+ac =4 
eabc=1 


Em que a, b, c são raízes da equação dada. 


Portanto: É guie qse PER ca o (UA 
a be abc 


3083. Pelas relações de Girard: 


itbagddsd 


2 

eabcd =1 

A 1 í q 

E=tbed ac * aba * abe 

p-atbtctd 1 
abcd 2 


305. Pelas relações de Girard: 
ehkrrHh+th=—s 
“hr +HHos ++ +r5h+mn=—11 
Então: 
P+b+r+ú+n= 
=(n+H5+trn+to nr +r+hrh+os+Gh+shy)= 
=(-52 - 2(-11)- 25+ 22-47. 
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307. 


308. 


309. 


310. 


“L+M+AN+P=-q 
* LM + LN + LP + MN + MP+NP=r 


e LMNP =t 

Então: 

E E 
MNP | LNP LMP - LMN  LMNP LMNP LMNP  LMNP O 
e 2. 5 
= TMnp IL +M+N+pP) 2(LM + LN + MN + MP + NP)] = 
dE ” — qQ-2r 

Rl=gf=2]=" "0. 


ca+tb+c=0 
cab+ac+bc =1 


eabc=1 

Então: 

bc | ac ab | (be2+(ac)2+(ab?2 | 

a b pus abc = 

= 2 - 

ADE (ab + ac + bc)? — 2abe(a + b + c)] = 

-Ím 5 4.0i= be ac ab). - 
=q li 2-1:0-16 log (22 + 2, 2) og1 0. 


(a+b+c) = 
=[(a+b)+cf=(a+bj?+ 3a + bJZc + 3(a + b)c? + cê = 
=aº+bº+4c'+ 3ab(a + b) + 3ac(a + c) + 3be(b + c) + 6 abc = 
= aé + bº + cº — 3abc — 3abc — 3abc + Gabc = 

= a* + bº + cº — 3abc 

Portanto:a* + bº'+ci=(a+b+c)? + 3abe 

a +b'+c'=0+ 33-20) = —60 


nHtp+n,=4 (1) 

noto =—6 (2) 

4 =, + rs (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1):2r, =4 > 1 =2. 

Portanto: (2)r,-r; = —3;(3)r, +r; =2 er, er, são raízes da equa- 
çãoy?—-2y-3=O0O,ouseja,r,=3er;=-1. 
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Chequemos com a relação de Girard utilizada: 


Gb +Hhhs + =60—-2-3=1= E — (confere). 


3 
Então: S=(-1,2,3). 


ntb+n5=9 (1) 

nº or=12 (2) 

r, = 2(r, + 15) (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1): 31, = 18 > 1, = 6. 

Portanto: (2)r,:r,;=2;(3)r, +r;=3er,er, são raízes da equação 
y —-3y+2-0,istoé,r —-1er,-2. 


Checando: rr, +rr,+nr,=6:1+6-2+1:2=20= 4 21 (confere). 
3 
Logo: S = (1,2,6). 


ERA Ra (1) 
ºbo=—8 (2) 
= in + rs) (condição do problema) (3) 
Substituindo di em (1), temos: 5r, =20 > 1, =4. 
Portanto: (2) r, :r; = —2:(3)r, +r; = 1 er,er, são raízes da equa- 
e O 
Checando: rr, + rn, + nt, =44U4-1)+4-2+(—1)-2=2= 
= (confere). 
as 


Logo: S = (-1,2,4). 


at+tb+c=2 (1) 

abc = —18 (2) 

c=-aeax> oO (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1), temos: a +b+(-a)=2 5 b=2. 
Substituindo (3) em (2), temos: a -2 -(-a) = —18 > à? - 9. 
Como a > 0, temosa = 3e,então,c = —3. 

Checando:ab +bc+ca=3-2+72(-3) +(-3)3 = —9 = a 21 (confere). 
Conclusão:a +b = 5. É 


a+b+c=10 (1) 

abc = 30 (2) 

b=c-aea<hb<c (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1), temos: c = 5. 

Portanto: (2)ab = 6;(1)a +b = 5 ea e b são raízes da equação 
y —-by+6-0,istoé,a-2eb=s8. 
Checando:ab+bc+ca=-2:3+3:-5+5:-2=31= a — (confere). 


3 
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315. 


316. 


317. 


318. 


Então:a—- b+c=4. 
Obs.: Se a condição (Ill) for imposta de outro modo: c = b — a ou 
a = b — c, a solução encontrada fica incompatível coma < b < c. 


at+b+c=-2(1) 


abc = 20 (2) 

a+c=-1ea<b<c (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1), temos: b = —1. 

Portanto: (2)ac = —2:(3)a + c= —1 eaec são raízes da equação 


yY+y-2-=0,istoé,a--2ec=-1. 
Checando: ab +be+ ca =(-2) -(-9)+(-1):1+1-(-2) = 
=-—1= a (confere). 


3 
Logo,a +2b +c=-—8. 


ntp+rn=—4 (1) 

Nilo + ya + tr, = —11 (2) 

nr +r,=—Y (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1), temos: r, = 3. 

Portanto: (2) rr, = 10;(3)r + 1, = —T er, e r, são raízes de 
y+7y+10-O0,istoé,r,=--2er,=-5. 

Então: S = (—5, —2,3). 


n+htr+Hrn+Htn=—4 (1) 

Nohbohon=9 (2) 

hn =-er, =, (condição do problema) (3) 

Substituindo (3) em (1) e (2), temos: (1) r, + 1; = —2: (2) hr; = +83. 

Portanto: de (1) e (2), temos que r, er; são raízes da equação 

y+2y+3-0,istoé,(r, —-1er;=-3),0u 

(1=-1+N2er,=-1-i/2). 

Checando com nr, + 6; + ly + 5fs + ly + Iaty = E = —2, temos: 
4 

S=(-3,1). 


n+Htr+r=10 (1) 

hifors = 30 (2) 

rn, =, — rs (condição do problema) (3) 
Substituindo (3) em (1), temos: 2r, = 10 > r,=5. 
Portanto: (2) nr; = 6; (1)r, +r; = Der, er, são raízes da equação 
y —-Dy+6=O0,istoé,r, =2er,=3. 

Checando: nr, + ts + tr, = 10 +6 +15 =31 = E 


Logo: S = (2,3, 5). 
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319. nHtr+r=-—D (1) 
lots = 36 (2) 
rf, = 1 Ff, (condição do problema) (3) 
Substituindo (3) em (2), temos: 7 = 36 > r, = +6. 


Portanto: 
a) se r, = 6, temos: 
(2)rnr, =6;(1)r,+r; = —11 e r,er, são raízes da equação 
PriiyrO=0S LE Renas Bt= A EL 
b) ser, = —6, temos: 
(2); =-6; (1), +r,;=1er,er,; são raízes da equação 
y—-y-6-=0,istoé,r,=-2er,=83. 
Checando: rir, + Iyry + af, = —12. A 1º solução não convém. 
Logo: S = (-6, —2, 3). 
320. n+Hrb+rs= “o (1) 


lota — 2 (2) 
rf, = 1 (condição do problema) (3) 
Substituindo (3) em (2), temos: r; = 2. 


Portanto, (1) r, + r, = do 


3: (3) nr, =1er,er, são raízes da equação 
3y2? — 10y +83 -O,isto&n=Sen=3. 
2 23 
Checando: nr, + If + gh = 3 +6+1 = 3 (confere). Logo: 
“Ji 
S = E. 2. 3| 
321. nthtntu=D (1) 
Flola + holy E lata + Iolsty = É (2) 
8 
lafolala == (3) 


hr, = 2 (condição do problema) (4) 


Substituindo (4) em (3), vem: (5) rt, = mia (5) 


5 
De (2) vem: 
32 4 32 
Alta +) + (+ ata = > td rj= En += -S 
Levando em conta que r, + 1, = 26 (ra + r,), temos: 


5 
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322. 


3283. 


324. 


2(ra + 14) “2. [3 = )= ane > ht = a (6) 


515 5 5 
As condições (5) e (6) mostram que r; e r, são raízes da equação 
rapto aus 2 ÃE o 2 tao 


Temos também rr, = 2 er, + r, = 6; portanto, r, e r, são raízes da 
equação yº — 6y + 2 — O, isto é, PR a 


Conclusão: S = - AT gato = =2 ma tavo, 


Gb +hs+ns=2 (1) 
Lp =2er,+r,& O (condição do problema) (2) 

(2) 
Substituindo (2) em (1), temos: (tr, +) =0 > 1,=0. 
Portanto, a terceira raiz é O (zero). 


Hb += o 
lots =7 (2) 
Hr, = 1 (condição do problema) (3) 


Substituindo (3) em (2), temos: r; = 7. 


(1) 


Portanto: (1) r, + 1, = = (3)nr,=1er,er, são raízes da equação 
2 -5y+2=0,isto6n= Sen -2. 

7 37 
Checando: rr, + th, + rh =1+ z +14 = > (confere). 


Assim, a soma das duas maiores raízes é2 + 7 = 9. 


nhHr+rn=—T (1) 
lo hrs +tr,=—6 (2) 


Ee condição do problema) (3) 


a 
2 
Substituindo (3) em (1) a +1n=-7e(2)36 + 5hr, = —12, 
temos 19; + 70r,—- 24=0 > 1, =-40uUr,= s Então: 
a) ser, = —4, decorrer, = 3 er, = —6 
6 148 9 
b) ser, = 19' decorre r; = 49 ef 19 (falso, pois 
6 9 —148 E 
hos =49'19 419 * 72). Portanto, S = (-6, —4, 3). 
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325. nt += Ee (1) 
hfo hr + tr = 18 (2) 
hola = io (3) 
=" : q SM nt, + 15) = 2tyrs (condição do problema) (4) 
[RE 
Substituindo (4) em (2) r,r; = 6. Então, (3) 1, = 12 e(D)n+rn=s. 


5 
De (1) e (2) temos que r, e r, são raízes da equação 
y —-5y+6-0,istoé,r,-2er;-3e, portanto: 


-J12 
S = 5" 83, 2) 
326. Sejam S, =(f,s,tje S, = (r,s, U) os conjuntos solução das equações 


x +ax + 18=0exº + bx + 12 = 0, respectivamente. Então: 


rks+t=-a (1) r+s+u=0 (4) 

rs+st+tr=0 (2) rs+su+ur=b (5) 

rst= —18 (3) rsu=—12 (6) 

Fazendo (1) — (4), temos: t — u = —a. (7) 

Fazendo (2) — (5), temos: (r + s)(t-—-u)=-b 5 r+s= >. (8) 
Fazendo (3) : (6), temos: = = (9) 

Resolvendo o sistema (7) e (9), vem u = —2a et = —3a. 
Substituindot = —3a em (1) e (3), vemr +s = 2a (10) e rs = = (11) 
Substituindo (10) e (11) em (2), vem: 

É + (-3a)(2a) -=0594º-15a- ig ago 
Comparando (8) e (10), vem b = 2a?, 

b=-2a?=2 ou E ou E (respectivamente) 


327. ntr+r=0 (1) 
Gb Eh +Hbrs=m (2) 
lts = —2 (3) 
rf, = rf, (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (1), vem 2r, +r; = 0 e daí r; = —2r,. 
Substituindo em (3), vem r, - 1, :(—2r,)) = —2 e daí é =1. 
Então, há 3 soluções: 
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329. 


330. 


332. 


1)nr=5=1er=—2 


m=85+tn565+tnGh,=1—-2—-2=—3 
mn-n=E208 (115 

-1- 1/3 
M=nh th +tin=—> Sli +iv3)+(1+W3)= 
= ais E = 5 +13) 


Ea q E er=1+1/3 
mn ta po OS ana) rler=nde 


.-3 OS 5) 
nHtp+n=6 (1) 

lots = 6 (2) 

Lil + hs +65 =11 (3) 

rn + r, = 2r, (condição do problema) (4) 

Substituindo (4) em (1), resulta: 3r, = 6 => r, = 2. Temos, então: 
(49)r+r,;=4e(2)nr;=3e, portanto, r, e r; são raízes da equação 
y?-—-4y +3=0,istoé,r, -1er,=3. 

Checando: nr, +, +, =2+6+3 = 11 (confere). 
S=(1,2,3). 


at+b+c=-6 (1) 

ab + bc + ca =11 (2) 

abc = —6 (3) 

2b=a+c,c>a,c > b (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (1), vem 3b = —-6 > b=-2.Entãoa+c= —4e 
ac = 3, logo a e c são raízes da equação y2? + 4y + 3 = 0, isto é, 
a=-3ec=-1, 

Checando: ab + bc + ca =6 +2+3=11 (confere). 

Portanto,a + b + 4c = —9, 


n+Hr+r=6 (1) 

Gb Eh + =K (2) 

Nlbty = —64 (3) 

há = 15 (condição do problema) (4) 

Substituindo (4) em (3):6=-64 > 15, = 4, 

Então: (4) rr; = 16: (1) r, + r; = 10 er, e r, são raízes da equação 
y?-—- 10y + 16 - O, istoé,r, 2 er, -—8. 

Temos, então: (2) K = —24. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 6 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


334. L4+tb+trn+trn=2 (1) 
Gb Eh Hr dns + Gu += 4 (2) 


lola E hytoty É hrgty + org, = —6 (3) 
hilofaty = —21 (4) 
r, = —r, (condição do problema) (5) 


Substituindo (5) e (1), vem rn, + n,= 2. 

Substituindo(5) em (3), vem É (r,+ r))=6edaíê=3. 

Então: r, = V3e = -J3 (ou vice-versa). 

De (4) vem rsr, = T, então r, e r, são raízes da equação 
9-2W+7=0,istoé,r,=1+il6er=1-iv6. 

Checando (2): rr, +(r, +) + tro) +mnh=t5+ny=S 
= -3+7=4 (confere). 


Conclusão: S = (3, -V3,1+ i/6,1- i/6). 


335. nHtr+r=a (1) 
bo +hro+tro=pB (2) 
Alla =Yy (3) 


r, = —r, (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em: 

r=a (1) 

-n=B (2) [> Ba=y 

= =y (3) 


336. ntbp+tnr=3 (1) 
Gl + + =—4 (2) 
lota = —12 (3) 
r, = —rt, (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (1), vem 1; = 3. 
De (3) vem rr, = —4, então r, e r, são raízes da equação y? — 4 = 0, 


ouseja,r =2er,=-—2, 
Checando (2): rr, + 5h; +rh=—4 — 6 + 6 = —4 (confere). 
S=(2,-2,3). 


337. ntrp+r=—h (1) 
Gb HH +hrs=2h+1 (2) 
Ally =—1 (3) 
r, = —rt, (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (1):r, = —h;(2) -$ =2h +41; 


B=É-ne-15 R=. Então,2h+1=5 = 


> 2h +h-1=0h=-10uh=5. 
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338. 


339. 


342. 


344. 


nHtr+n=a(1) 

lo hs Hr =b (2) 

Nora = € (3) 

r, = —r, (condição do problema) (4) 

Substituindo (4) em: 

(1)r;=a 

(29) =b 

(3) -Prn=c> => De (2) e (3):b = 5 => ab=c. 


a+p+y=p (1) 
ab +By+ya=aq (2) 
apy=r (3) 
a+B=0 (4) 
Substituindo (4) em (1), resulta y = pe em (2) ap = q. 
Assim a e B são as raízes da equação y2 + q = O, isto é,a = V—q 
ep=-V-—a. 
Checando (3): «By = («B)y = qp, então qp = r para que o problema 
tenha solução S = [V—q, —NV—q, p). 
28 


ht +r+tn= (1) 


Ab + Et + +trntS 
fafols + Nlbly É Rlsty + Bit = 


2 
Flofahy = “8 (4) 


r4 = -, = rf, (condição do problema) (5) 
Substituindo (5) em (1), vem 31, + 14 = 


Substituindo (5) em (2), vem É + nr, = 
Substituindo r, de (6) em (7), resulta 


sé - 14, +3-05[n-Soun = 5) (1, -toun = SE) 


Checando as condições (3) e (4), vemos que só satisfaz a solução 


3 
h=h=h=5en=-1. 
n+Hr+trtrn=-—2(1) 

Gb +Hho+EthA+too + +nn=p (2) 
lola + hoy + hrsty + ata = —q (3) 
Hlofaly = 2 (4) 


n+Htr=—1 (5) E 
rot =1 (6) (condições do problema) 


Fundamentos de Matemática Elementar | 6 


346. 


347. 


348. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Substituindo (5) em (1), vem r; + r, = —1, então r, e r, são raízes da 
Ro E o -1-N300 -1+n3 
equação y? + y + 1 =0,ou seja, r, = 5 eh E 
Substituindo (6) em (4), vem r,r, = 2, então r, e r, são as raízes da 
EA o CS NTO = +N7 
equação y? + y + 2 = 0,ou seja, r, RR RR E 


De (2) vem p = 4. 
De (3) vem —q = —3, portanto, q = 3. 


n+Hr+r=0 (1) 

lo Eh += —T (2) 

Lots =—m (3) 

r, = 2r, (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (1) e (2): 

31, +r,=0 (5) 

26 +31 =-—T (6) 

De (5) e (6), temos: r, = +1 

a) ser, =1>n1=2;1,=-3em=6. 

b) ser,=-1>5n1=-21,=3em=-6. 
Portanto,m =6eS=(1,2,-3)oum = -6eS=(-1,-2,3. 


nHtb+n,=0 (1) 
Gb Eh +hro=p (2) 
hifas = —q (3) 

1 


= E + +. 5 Libra = fp + r5 (condição do problema) (4) 
2 3 
De (4) e (3), resulta: r, +r;= —q (5) 
De (5) e (1), temos: r, = q (6) 
De (6) e (3): nr; = —1 e, portanto, 
ul tr)+ns=p>d-9)+(-1)=p=>-q=p+1=0. 


GER ThS-p (1) 
Go Eh +Hhn+mo+rnoh+rsh=a (2) 
Flora + hola + rata + isty = —r (3) 
Alog =—S (4) 

a) rir, = ro (condição do problema) (5) 
Substituindo (5) em (3) e (4), temos: 

ih tr +rns+ro=o—r (6) 

(rara)? =s (17) (e) 


De (1) e (6), resulta: rr; = ao (ror2 = |— 


2 242 2 9) 2 2 
PSP =ÊS p= 
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351. 


b) rf, +ry =p + rs (condição do problema) (8) 
Substituindo (8) em (1), temos: 


bHth=h += = Então: p? 

Dra tos+(+tro+r)=45hh+ts=q— A 
2r 

Sul +ro)+nadn+tr=SBk+hs=— 


- p2 2r ã 
E dem ia — 4pq + 8r = 0. 


ntb+n=—2 (1) 

lb +hr+Hoos=p (2) 

lots = —8 (3) 

hs = 13 (condição do problema) (4) 

Substituindo (4) em (3): 5 = —8 > 1, = —2. Então: 
(4)nr;=4e(1)r, +r;=0er,er; são raízes da equação y? + 4 
isto é,r =2ier, = —2i. Portanto, 

(2)2i(-2) + 2i(-2i) — 2-2) =p> p=4e 


X+2X +px+8=x$+2xX +4x+8=0;S=(-2,2i, —2i). 


nho +trtr=op (1) 

bh +tthA+too + +n=2 (2) 

lota + hot + hoy +boan=1 (3) 

loft, — q (4) 

+trn=1er= = (condição do problema) (5) 
Substituindo (5) nas anteriores, vem: 

(D)r+,=-p-—1 

(4) faty = q 

Qro+(n+Hys+my)+m=2>1+(-p>— 11) +q= 
5 q-=p+2 


nd +ry)+(n+gn=1i>1:1+(-p-1Sg=1> 

= = p=-2eq-0 
5 q(p+1)-0>(p+2)Np+ 1) 0=[PE enc 
nththth=—> (1) 
Hola + holy + hyraty + Elaty = — (2) 

1 

Flofahy = m (3) 
hr, = —1 e fyt, = —1 (condição do problema) (4) 
Substituindo (4) em (2) e (3), temos: k 
(Dt Data) +) = 
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—(n+r+ra+hn)= Ee sf sv 
m 
--n= > 


8 
m 
m=1 


Portanto,m =1 ek = —8. 


352. at+b+c=0 (1) 
ab + ac + be = —3 (2) 
abe = —54 (3) 
ol, 1L,1.0 10 2 — 
Então, a + p2 +  — tabo? [(ab + ac + be)? — 2abe(a + b + c)] 
-1 ar osa-ol=-L 
= 1=5ap [(-3P — H-54) -0] = 555» 
4 q, 1 

Portanto: log + + » + 5) = 
=-(2l0g2+410g3)=-2l0g2 — 4 log 3. 


log 557 — —log 22.3? = 


3583. Se a e b são raízes da equação x? — px + B" = O, então: 
a+b=p (1) 
a:b-B” (2) 
Temos: 
2) (a : b)? o (a ” b)? — (Bm) P (Bm) 53 
=> a? - pa «q. b? =. Bm(a+b) —s 
> loga? - bi -a?-b? = log, BP => 
> log; a? + log; b? + log, a? + loga b? = mp 
log; a? + log, b? + logg a? + log, b? = mp 


356. Sez,=1+iez,=-—-1 +isão as raízes do polinômio f de coeficien- 
tes reais, então fadmite as raízes 1 +i,1—-i,-1 +ie -1-i. 
Logo, o grau mínimo do polinômio é 4. 


357. Se o polinômio de coeficientes reais p possui três raízes, duas das 
quais são O e í, então o polinômio pode ser expresso: 
p=a(x-—-Ox-—ilx+i)=ax(xX +1)=axº +ax (a + 0). 


358. Se1i+i,;1+i2e2 —isão raízes do polinômio p de coeficientes 
reais, então p admite as raízes: 1 +,,1 -—-1,0,2 —ie2+i. 
Portanto, o grau do polinômio p é maior ou igual a 5. 


359. Fazendo x? = y, temos: 
y+3y+2=0>5y=-1o0uy-=-2e, portanto, 
X2=-1>x=ioux=-i 
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362. 


363. 


364. 


365. 


366. 


2=-2 > y=i/20ux=-iN2 
s =, -i,iv2, -iv2). 


Se 1,2 ei são raízes simples e O é raiz dupla de uma equação poli- 
nomial do 6º grau, então essa equação é: 

(x — O)(x — 1)x — 2x — lx +i) — O 

é -36 +3xX — 3X +2x = 0. 


A equação algébrica x* — ax? + bx? — ex + d admite 1 como raiz 
dupla e i como raiz simples. Então: 

x —-axX + bx —cx+d=(x-— 1x — Dx +i)= 

=x —-2 -22-2x+1 

Temos:a=b=c=2ed=1. 


Se a equação xº + mx? + 2x + n = O admite 1 + i como raiz, então 
admite 1 — i como raiz. Temos: 
X+m2+2x+n=(x-a)x—1-idx—1+Hi)= 

=x +(a-2xX+(2 —-2a)x + 2a 


Então: 

m=a-2 

2=2-2a>5a=0 
n=2ae,portanto,m = —-2 en =0. 


Se a equação 2x) — 5x2 + ax + b = O admite a raiz 2 + i, então 
admite 2 — i como raiz. Temos, então: 
2x — 5x +ax+tb=k(x-—-mx—-2-ix—-2+D= 
= kxº — k(4 + mx? + k(D + 4m) — 5km 
Então: 
k=2 


“4 +m)=-5=m=-5 


ko + 4m)=a=>a=-—2 
Skm =b>b=15. 


Portanto,a = —-2 eb = 15. 


Se i é uma das raízes e tem multiplicidade 3, então —i também é raiz 
tripla. Seja r a sétima raiz. Temos: 

x —x$ +38 3X +43 — 3X +x— 1 = 
=(x-n(x-i)x+HiP=(x—n(m + 1P= 

=(x-nmy(X+3X +3xX +1)= 

=X —-8+3 —31X +3X —- 31x +x—r 
Portanto,r=1eS=(1,i, —i). 
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367. Sejam a,b ec as raízes da equação do terceiro grau com coeficien- 
tes reaise,sea=1 +2ieb+c=3-2i,temosb =1 -—2ie 
c=(3-2)-—-(1 —-2i) =2 e, portanto, 

S=(1+2i;,1-2i,2). 


368. P(x) =x! + Cx? + Dx + E(C, D, E reais) 
P(x) = Q(x) - Q,(x) + 15 = QU) + 2x2 + 4x + 8) + 15 
Temos, então: 
gQO(x) =1 > Q(x) =ax+b 
P(X) =(ax+b)xº + 2x] + 4x +8)+ 15 
= ax! + (2a + b)xº + (4a + 2b)x? + (8a + 4b)x + 8b + 15 
a=1 
2a+b=0>5 b=-2 
4a+2b=C > C=0 
8a+4b -D > D=0 
8b +15 =E>5 E=—1 
eP(xy) =x!+0xX+0x—-1=x—4, 
Como i é raiz de P(X) = O, então —i é raiz de P(x). Temos: 
Px) = (x— i(x+ix — 1) = 0. 
As outras raízes são 1 e —1. 
S=(1,-1,i, —i). 


369. a) P(x) =X +2xX +x+1=0 

P(1) =5>0;P(2) = 51 >0. P(1) e P(2) têm mesmo sinal, então 
a equação pode ter 4 ou 2 ou nenhuma raiz real no intervalo dado. 
Como P(x) > 0em 1 <x<2, não tem raiz que satisfaz 1 <r<2. 

b) Px) =x) —-3X +x—-4=0 
P(1) = -5 < 0; P(2) = 18 > 0. P(1) e P(2) têm sinais contrários, 
então a equação pode ter um número ímpar de raízes no interva- 
lo dado. Como P(x) é crescente em 1 <x< 2, então admite ao 
menos uma raiz real que satisfaz 1 <r < 2. 

co) P(x) =2x — 7x2 + 4x + 4 = 0 
P(1) =3>0;P(2) = 0. Se P(2) = O, então 2 é raiz de P(x) = O. 
Logo, as outras raízes são 2 e +. Como 1 <r<2, não existem 
raízes no intervalo dado. 

d) P(x) =xº —- 9x + 4 =0 
P(1) = -5 <0;P(2) - —-6 <0. P(1) e P(2) têm mesmo sinal, a 
equação pode ter duas ou nenhuma raiz real no intervalo dado. 
Como P(x) <0 em 1 <x<2, não tem raiz nesse intervalo. 
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370. 


371. 


372. 


3783. 


314. 


376. 


377. 


e) PO) =4+ 5:42 +x+20=0 
68 130 a j 
P(1) = 3 >0; P(2) = o > 0. P(1) e P(2) têm mesmo sinal, 
então a equação pode ter 4, 2 ou nenhuma raiz no intervalo dado. 
Como P(x) >0em 1 <x<2, não tem raiz nesse intervalo. 


Portanto, a alternativa correta é b. 


Pelo teorema de Bolzano: P(-1) > 0 e P(2) > 0. P(-1) e P(2) tê 
mesmo sinal, então existe um número par de raízes reais de P(x) = 
em ]-1,2[ e, portanto a alternativa correta é a. 


m 
0 


Pelo teorema fundamental da álgebra: a equação admite ao menos 
uma raiz complexa z = a + ib, então admite Z = a — ib com raiz. 
Portanto, a outra raiz é real. 


x — 1 = 0, comn pare n > 5, é uma equação binômia. Suas 
n raízes são as n raízes enéximas de 1, dadas pela fórmula 


n=cos ZE +ijsenZT comk=0,1,2,..,n =: 
2 
outros n — 2 valores temos z, não real. 
Então a alternativa a está correta. 


Para k = O temos Z = 1, para k = 5 temos zn = —1 e para os 


2 


Dividindo x) + 4x2 + x — 6 por x — 1, obtemos: 

xX+4xX +x—-6=(x— 1x2 + 5x+ 6) 

então as outras duas raízes são as raízes de x? + 5x + 6 — O, isto 
é, -3 e —2: portanto, reais e negativas. 


Se —1 é raiz de x + (m + 1)x2 + (m + 9x + 9 = O, então as outras 
duas raízes de x? + mx + 9 = O. Temos, então: 
AÁz05A-=mº-36=>05(m-6m+6)=0 5 

> m<-6oumz=6. 


P(O) = -1<0;P(3) = —-49 < 0. P(0) e P(3) têm mesmo sinal, en- 
tão P(x) = O pode ter duas ou nenhuma raiz no intervalo dado. Mas 
P(x) <0em0O<x< 3e, portanto, não existe nenhuma raiz real. 


f(0) = 0 > O é raiz. Portanto: 1 raiz real. 
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380. 


381. 


382. 


383. 


384. 
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P(O) = a; P(-2) = a — 14. Para que P(x) = xº + x? + 5x + a tenha 
ao menos uma raiz real em ]-2, O[, devemos ter P(-2) -P(O) < 0 > 
> o(a — 14) < O e, portanto, 0 <a < 14. 


P(2) -6 — k P(3) — 18 — k. Para que y — xº* — 2x2 + 3x — k 
tenha um zero entre 2 e 3 é necessário que P(2) - P(3) < 0 > 
> (6 —-k(18 — k) <0e, portanto,6 <k < 18. 


Para que f(x) — x) — 2x2 + 3x — k tenha um ou três zeros entre 1 e 
2 é necessário que P(1) - P(2) < O. Temos, então: 

P(1)=2-k: P(2)=6-k > P(1)-P2)=(2 —-k) «(6 —-k)<0O€e, 
portanto, 2 <k < 6. 


Seja P(x) = 2x! + bx — bx — 2 = O. Temos: P(1) = 0 e P(-1) = O. 
Aplicando Briot: 


2 b 0 —b 1 
2 2+b 2+b 2 == 
2 b 2 0 


e recaímos em 2x? + bx + 2 = O, que deverá ter duas raízes reais 
distintas entre si e distintas de 1 e —1. Então: 

A>0>5 b2-16>0 > b<-4oub>4 
2:122+b:1+2*%0 5 b*-—-4 

2:(-12+b:(-1)+2%0 5 bz-4, 

Conclusão: b < —4 oub>4. 


Trata-se de um polinômio f = a,xº + a,x? + a,x + a, de coeficientes 
reais (pois tem gráfico cartesiano) com uma raiz igual a —2 e outra 
igual a 3, então não poderá ter a terceira raiz complexa (pois admiti- 
ria também a sua conjugada). Alternativas a e c descartadas. 

f(0) = a = —3 > alternativa b é correta. 


O gráfico indica um polinômio de coeficientes reais que tem uma raiz 
dupla negativa, uma raiz simples igual a zero e uma raiz simples po- 
sitiva; então o grau do polinômio é no mínimo 4. Como o polinômio 
tem limite +0 para x — + e para x — —oo, então seu grau é par e 
seu coeficiente dominante é positivo; portanto, pode ser do 6º grau. 
A alternativa correta é c. 


P(-2)=-1eP(-1)=2 > P(-2)-P(-1) <0 > existe pelo me- 
nos uma raiz real no intervalo ]-2, —1[. 

P(-1)=2 e P(0) = -4 > P(-1)- P(0) < O > existe pelo menos 
uma raiz real no intervalo ]—-1, O[. 

P(O)--4eP(1)=--7 > P(0)-P(1)>0 > existe um número par 
de raízes reais no intervalo JO, 1[. 
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389. 


390. 


392. 


393. 


397. 


398. 


P(1) = -7 e P(2)>0 > P(1)-P(2)<0O > existe pelo menos 
uma raiz real no intervalo ]1, 2[. Como P é um polinômio do 5º grau 
de coeficientes reais com duas raízes imaginárias, então P tem três 
raízes reaisa,Beytaisque -2<a<-—-1,-1<B<0el<y<2. 


O coeficiente dominante def =x" +axm-! +... + a, = O é unitá- 
rio (ao = 1). Então, se f(x) = admite uma raiz racional E essa raiz 


é necessariamente inteira, pois q = 1. Portanto, f(x) — O não admite 
raízes reais fracionárias e as eventuais raízes inteiras são os divi- 
sores de am. 


Seja P(x) tal que P(x) = xº — 9x? + 23x — 15 = O. Então: 
q=15 E [1, +3, +5, +15) 
P(1)=0;P(3)=0 


1 —9 23 1 
1 —8 15 3 
1 = 0 


e recaímos emx — 5 = O oux = 5. Portanto, S = (1,3, 5). 
Seja P(x) tal que P(x) =x] — 2x2? —- x + 2 = 0. 

E E (*1,+2) 

P(1) = 0; P(-1) = 0; P(2) = 0. Então, S = (-1,1, 2). 


Seja P(x) tal que P(x) =xº— 8% + 6x2 + 7x — 6 = 0. 
CE (41, +2, +43, +6) 


P(-1)=P1)=P2)=P(-3)=0;P(-2)+0:P(3) 0; P(-6) 0 
e P(6) 0. Então, S =(-1,1,2,-3). 


Se a equação 4xº — 3x? + 4x — 3 = O admite i como raiz, então —i 
é também raiz da equação. Temos: 


A — 32 + 4x— 3 = Q(xx — ix + i) = (4x — 3x2 + 1)e (5) na 


Portanto, a equação admite como raiz um número racional. Alternativa b. 


Pp + 4d 
q efissã, 


P(1) =P 


3 


] P(3) = O. Então, S = E ã, 3) 
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399. SeaPK)=15X+7-7X+1=0. 
Posadas 
q Pis sql 


P(—1) pla) P(5) O. Portanto, 8 = |[-4 1 a 


5 3 '5'3) 


400. Seja P(x) = xº — x! — 82xº — 281x? — 279x — 198 = 0. 
. E t1,+2,+3,+6,+9,1+11,+18,+22,+33,+66,+99,+198) 


P(-3) = P(-6) = P(11) = O. Aplicando Briot: 
“80  =981 <079 =10á 


e recaímos eme +x +1 -00ux — 1108 cy, - 1-8, 
s -[11, =3: spo anal 


401. Seja P(x) = xº + 8x! + 21x? + 60 = 0. 
P(x) >0,Vx,poisxº=0,x=0ex)=>0, 
portanto, não possui nenhuma raiz inteira. 


402. SejaP()=X+X-4x+6=0. 
dg [1,+2,+3, +6) 


P(-3)=0 > P(x) = (x + 3)(x? — 2x + 2) = 0 e resolvendo a equação 
x —2x+2 =0,temosx=1+ioux=1-—ie, portanto, 
S-(-3,1+,1-i). 


403. As possíveis raízes racionais da equação 5xº — 37x2 + 90x — 72 = 0, 
em que todos os coeficientes são inteiros, são os números da forma 
p 


— em que qe (1,-1,5, -5je 
pe(1i,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,8, 8,9, 9,12, —12,18, 
—18, 24, —24,36, 36,72, —72) 


Testando os números E inteiros, encontramos a raiz x = 2. Aplican- 


do Briot, temos: 
5 —37 90 —72 2 
5 —27 36 O 
As demais raízes são raízes de 5x2? — 27x + 36 = 0, 
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404. 


405. 


406. 


407. 


408. 


E 12 
ou seja, x = 3 0Ux = 5. 


Conclusão: S = f2 3 2, 


Seja P(x) =x! — 3x? — 4 = 0 e, se i é a solução da equação, então 
—i é também solução da equação. Temos: 

xXx —-3xX —4=Ox(x — Dx +) =(xXº — 4x? + 1) e, portanto, as 
outras raízes são reais, isto é, x = 2 oux = —2, 

Resposta: duas. 


(x-ax-b)-0>5S,-f(fa,b,aebeQ 
2-2=(x+V2x-"2)=0 > s,=(42, -V2), V2e -V2€ER. 


Então, as duas equações não podem ter raízes comuns. 


a(s)-s(5)=5 > 46-27 +23x-30=0 


3 2 
Pelágio +1,+2,43,+5,+ + | 
q e 4º 2" Oie 2; 2; 3, 5, O, ass; 30 
P(6) = O. Aplicando Briot-Ruffini: 
4 =27 23 —30 6 
4 —3 5 (o) 
e recaímos em 4x2? — 3x + 5 =ooux=EINtÊGa, 


Portanto, S = (6). 


A 
2º 70 = x) +3xX—68x+140=0 


Acao 

E E (£1,+2,+44,+5,+7,..., +140) 

P(5) = O. Aplicando Briot: 
4 3 -68 140 5 
1 8 -28 0 


e recaímos na equação x2 + 8x — 28 = O, isto é, x= —4+2N11. 
Como x E N, temos que S = (5). 


a) pçg = (e À Bed By s)= 


=(xX —-x+1)Xx—5) 

=x —- 6x2 +6x—-5=0 

b) (n+1$=(n-— 23 + (n — 1) + nº (condição do problema), então 
nº — 6n? + 6n — 5 = 0, n inteiro. Usando o item a,n = 5,e, portan- 
to, os quatro inteiros consecutivos são: 3,4,5 e 6. 
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409. Fazendo 22 = y, a equação fica: 
y* + 14yº — 96y2 — 896y + 2048 — 0. 
Pesquisando entre os divisores de 2048 as raízes inteiras dessa 
equação, encontramos as raízes 2,8, —-8e —16. Daí vem: 


y=-2522=92 5 2xX=15x= 


y=85 22-85 2X=3 5 Xx= 


N|w NJ 


y=-8>522=-8 > dx 
y=-16 > 2X = 16 5 jx. 
o 
Conclusão: S = E 5 
410. SeaPxy)=ax +a x !+..+a=0,a, + O, uma equação 
polinomial de coeficientes inteiros. 
Se P(x) admite como raiz o número irracional a + vb, então admite 
a — Vb como raiz. 
Chamemos de q = a + vb e q-a- Vb. Temos que (q) = q". 


Provemos que q = a + Vb = a — Nb é raiz dessa equação, isto é, 


P(g) = ag)" + acao"! +... + ag) + a = 
=-aqW+a q !+..+tag+a= 
-E7 + ai+.+ag+ã- 


=aq +a aqri+..+aqg+a = 


= Pj=0=0 
411. Se1,2e1- 2 são raízes de uma equação de coeficientes intei- 
ros, temos: 


x Dx-9x-1+N2x-1-N2)=0 
(x —3x+2)/xº — 2x — 1) = 0 
X-5Bê+7X -x—-2=0 


412. Se1+2éraizda equação 3x! — 5xº — 7x2 + 3x + 2, então 1 — 2 
é também raiz da equação. Temos, então: 
3X — 53-72 +3Xx+2=QOxx-1+N7)x-1-V2)= 
=(3xX +x— 2x — 2x — 1) 


e resolvendo a equação 3x? + x — 2 = O, temos x = —1 oux = e, 
portanto, S = [= á, 1 + V2, fes al. 
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413. (x-2)=4 -x > x — 6x2 + 13x — 12 = O. Então: 
. E (£1,+2,+3,+4,+6,+12). 


P(3) = O e dividindo a equação por x — 3 encontramos o quociente 
SENT quo ST 

2 2º 
3+N7 3-7 | 

2º 2 ' 


x —-3x+4=0,ouseja,x = 


Portanto, S = Es 


O NORA — Transformações 


415. 


416. 


Portanto, y = 2(x — 13 + 3(x — 12 + 4(x — 1) — 2 e o coeficiente 
de(x-12éR,=3. 


417. A transformada aditiva é Rx + a? + Ri(x+a) + R,-0. 
Aplicando Horner-Ruffini: 


Para que a equação seja desprovida do termo do primeiro grau, 
devemos ter: 3 
R=0> -10âá-3=05a=-— 


2 
R, = 5; Ro = (55) + 355) +8 = Ea e, portanto, 


100y2 + 151 = 0. 
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Basta fazer a transformação multiplicativa y = 2x. Então: 
fo caga 

5yº — 8y? + 28y — 16 = 0. 

Basta fazer a transformação multiplicativa y = 4x. Então: 
BR eafgame 


yº) — 4y? + 32y — 192 - 0. 


A transformada aditiva é: 
Rax— 23 + Rix—- 22 + R(x- 2) + R,-0. 
Aplicando Horner-Ruffini: 


Portanto, 2yº + 11y2 + 21y + 13 = 0. 


Seja P,(x) =a, x +a, X"0!+..+a,:x+ a = O. Sendo em 
y = x— h aditiva, temos: 

Py) Roy +HRocyot+.. + Ry + R,- 0, então para que 
P, admita raiz nula, deve-se ter R, = P,(h) = 0,0u seja, h é raiz de P,. 


P(x) =x —-3xX +4x-6-=0;,P(y)-y +y-4=0ey=-x+a. 
Aplicando Horner-Ruffini, temos: 


1 —a — 3 


1=R, 
portanto, 
a —-3a?- 4a —- 6=—4 
322+ 6a +4=1 > a--1 
—3a —- 3=0 
Então, a relação de transformação é y = x — 1. 


P(x) = ax +bx+cx+d=0;y=x+ Ka relação de transformação. 
Temos: 
A transformada aditivia é: Ry(x + k)º + Rx + k2 + Ri(x+ k) + R = 0. 
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434. 


435. 


Aplicando Horner-Ruffini, vem: 


Para não ocorrer o termo do segundo grau, devemos ter: 
R=úsb=0ks0s h==É 


3a 
o b Y b — —p2+ 3a€ 
Rs = a, R, = Safe) 20[) + Cc= > ao 
a bp bp? b — 2b! — 9abe + 27a?d 
Ro (5a) ii b(35) E (3) CE somas 


Então: 27a'%yº + (27a?c — 9ab?)y + (2bº — 9abc + 27a?d) — O. 


4xº — 21x! + 21x? —- 4 =0 
2º espécie e grau par > 1 e —1 são raízes 


>—17 —17 


Recaímos em 4x! — 17X + 4 = 0 


Fazendo xº = y, vem 4y? — 17y + 4 = O e daí 
o dao 


8 sons 


4 
Ends 2 dus 


> 
Ea E 
Conclusão: S E 1,2, 0. > a! 


axº — bx! + (3b — Da)xº — (3b — Da)x? + bx — a = 0. 
Trata-se de uma equação de 2º espécie e grau ímpar > 1 é raiz. 


a —b 3b — 5a 5a — 3b b —a 1 
a a-—b 2b — 4a a-—b a (o) 
Recaímos emax!+ (a — b)x+(2b — 4a)xº+ (a — bx +a =0> 
1 1 


=> aé+(a-bx+(2b 4a) +(a bo tag=0> 


=> ape =) sta [et E] sp - 49-05 


“fo =bsGasb .. 


> ay? +(a-b)yy+(2b —-6a)=0 5 y=- Da 
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= “-b-3a 
> y=20uy= E 
2 
eX+E=258-X+1=05(X-1P=05x=1. 
exso= 2d > a +(82-bx+a-0> 
b-— 3a+V5a? — Gab + b? 
DX=D DD DD» ——— 


2a 
s=f -3a +b+ 5a? — Gab +b? -3a + b — V5a? — Gab + E 


2a 2a 


xX+S8ac+(b-2x+(4a+b+c)xX +22 +(b-2aXx-1=0 


a, = —a,, grau par > 2º espécie, par. 

Então: 

8a = —(b — o] 4 

b—2=-2a =. q 2 b 35 6 É 
4a +b+c=0 


Portanto: xº— 4 +x—-x2+4x-1=0 > 1€e-1são raízes 
Briot: 


Recaímos emx!— 43+2x-4x+1=05 


perE)-afesd]+2-0>y 4-0 >y-00uy-4. 


EXFESO 5 W+1=0 =» x=di 


eXFES4 5 4 4K+1=0 > x=243 


s=(1,-1,i,-i,2+43,2-3). 


2º espécie e grau ímpar: 1 é raiz. 
1 —5 9 —9 5 —-1 1 
1 —4 5 —4 1 (0) 
xXx —4$+5xX —4x+1=0 => per E)-ap+d+5-o > 


> y-49+3=0>y=1oy-83. 


+ 
x 2 
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+ 
gringa E 
x 2 
1+i/3 3+5 
Sa vd | 


439. 1º espécie: —1 é raiz. 
2 —3 —3 2 —1 
2 —5 2 (0) 


22 -5X+2=0 > x=20ux=5 
AE ES 
s=[ 12,5. 


440. 1º espécie: —1 é raiz. 
1 1 1 1 =] 
1 (0) 1 (0) 
2X+1=0>x=&i 
S=(-1,i, -—i). 


441. 6x + 35x) + 62X2 + 35x +60 = 0 > 
=> obe+ =) +35) +62-0 => 


> 67:+35/+50=05y=-D ouy=-> 
1 10 
da a 3Soux=—s 
1/5 Ear “À 
dd Ae 20ux= 2 
Ja 1 
S [5 2; 3' 3) 
442. a) 2 +2+4+2+4+2724+1=-05 
= (pt E)s[ti)4i-osyty-1-0s 
—-1+5 
o E 
1.0 -1+45 4 -V5)+i/10 +25 
E MP MO 
die 45 1 +v5)+i/10- 25 
A Cs PR == dp == 
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b) Convémnotar quezº' —- 1 =(z-1)Z!+27º +22 +Zz+ 1), portanto 
asraízes dez! +72 +22 +z+1=0sãoasraízes dez —- 1 =0, 
exclusão feita à raiz z = 1. As raízes imaginárias da equação binô- 
mia zº = 1 são dadas por 


= 05 jam onrEn, DA 


5 5 
a ” a 2 2 
e essas raízes estão em P.G. de razão q = cos - +i- sen E 
» o 27 
pois os argumentos dos z, estão em P.A. de razão r = s: ; então: 


Zo+1=2Z,* q paratodo p E (1,2, 3). 
Nota: Talvez seja interessante notar que: 


2m  (WN5-1)+i-N10 +2N5 


2m... 
z,=cos>— +i-sen 


5 5 o 4 
à inte dO pesam SINE papai GSE 
2 5 5 4 
u=008 E ajison BT = SB +1)=1-N10 2/5 10- 2/5 
5 5 4 
o. 8. (N5-41)-i.V10+2N5 
Z,=€c08 —+I MG O o a 


443. 1º espécie: —1 é raiz: 
1 —4 1 1 —4 1 —1 
1 —s 6 —s5 1 0 
yy—-Dy+6y2 —-5y+1=0 = (ps E)-s[ti)+6-0 
—>bx+4=0 > x=40ux=1 


sy+t>=15y= 


444. + -5 xX-—-4$-6xX—-4x+1=0>5 


per) fes) 6=0>y-4y-8=0 5 y=2+2/3 
extE=2+N3 =» x=(1+ 3) 443 + 2/3 


od de 3 >x=(1-V3)+iV2N3-83 
(143435 N5, (1-3) +/NED3) 
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445. Seja a P.G. (a, aq, aq”, aqé, q”). Devemos ter: 
“a+ aq + aq? + aq” + aq! = 484 
e aq + aq” — 120 
Então: 
1+q+qQ+q+g 484 


q + q = 190 * daí 


309º — 919º + 309º — 91q + 30 = 0> 


EN aofa? + =) - safa +) +30-0 > 30x) —- 91x —- 30-05 


= E [a=30uq- 5) + (a- 40ua - 324) 


ojlrRol- 
w 


446. eae ne Er =o 5 Sbet di) Sbt dlti-os 


2 3 a 2 x) 3 
=>3)-2=05y=00uy= 5 
eX+E=0 5 x=ti 
indo 2 yo ENS. 

x 3 3 

f -1+20N3 1-2n8) 
Sha = ag 


ARA — Raízes múltiplas e raízes comuns 


452. P(x) = 5x +axº+ bx +c 
a) P(x) + k(x — DP'(x) + (x — DP'(X) =0 > 
5 5xX + ax + bx+ c+ k(x — 1)(15x? + 2ax + b) + 
+(xX — 1) -(30x+29)=0 5 
> (35 + 15)xº + (3a + 2ak — 15k)x? + (b + bk — 2ak — 30)x + 
+(c— bk-—- 23)=0, 


temos: 35 + 15k=0 > k= É 


b) Substituindo k = no nas equações abaixo, temos: 
e3a+2ak — 15k = 0 > a = 21. 

eb+bk-—-2ak —-30=0 > b=51. 
ec—kb—-2a=0 5 c=—TT7. 
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c) P(x) = 5x + ax + bx+ c= 5x + 21x + 5lx— 77 
P(1) = 0 > P(x) = (x — 1) - Q(x). Aplicando Briot: 
5 21.51 -77| 41 
5 26 TT (0) 
Então: Q(x) = 5X + 26x + 77 e 
P(x) = (x — 1)(5x2? + 26x + 77). 


453. P(x) = 3x + 12x —- 75 P(x) = 12% +12 5 
=> P(-1) = 12(-1$ + 12 = 0 e, portanto, 
P(—-1) = 0. 


454. P(x) = (x — à) - P'(x) > P'(x) é quociente da divisão de P(x) por 
x— a > coeficientes dominantes de P(x) e P'(x) são iguais (basta 
lembrar o dispositivo de Briot). Então: 
aa=n:-aedaia(n—-1)=0>5n=1. 


455. aa=1ea=2p-— 1eo polinômio tem grau par, então: 
a = Ora t+..+ax+ax + (2p- 1) 
P(x) = 2nx7-1+(2n-—- 1a X"02 +... +2ax+a, 
a) P(0) = 2p — 1 é um número ímpar. 
b) P(O) = 2p — 1 + O. Zero não é raiz de P(x). 
c) ôP'(x) = 2n — 1 > 5P'(x) é ímpar. 
d) O coeficiente do termo de maior grau do polinômimo derivado é 
2n, logo é par. 
e) O valor de P(x), quando x é número par, é a soma de parcelas do 
tipo ax' com a; inteiro. Essas parcelas são todas pares, com exceção 
da última 2p — 1. Então a soma é diferente de zero. 
Portanto, d é a afirmação falsa. 


458. f)=x]- 3x+8=0. 
A equação tem raízes iguais se aceitar como raiz uma rai de f'(x) = 0, 
então: f(x) = 3X —-3=-0>5x=+1.1(1) + 0;f(-1) + Oe, portanto, 
a equação não tem raízes iguais. 


459. fx) =X —- 27 + 3X — 7x2 + 8x — 3 = 0 
f(x) = Dx! — 8X + 9x? — 14x + 8 
+ A 
f(x) = 20x) — 24x + 18x — 14 [raxzes 4, Ae 
4+i/14 
10 


f(x) = 60x? — 48x + 18 [ranzes 


f(x) = 120x — 48 raiz 2) 
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460. 


461. 


e Se existir um número r tal que f(r) = fr) = O, então r tem mul- 


tiplicidade 5. Mas f(r) = (é) 0. 
e Se r for raiz de multiplicidade 4, então f(x) = fr) = O. Mas 


4+i/14 
f(x) = + 0. 
e Se r for de multiplicidade 3, então f(r) — f2(r) = O. 
fO(x) = 0 > 20x — 24xº + 18x — 14 = 0 
Pesquisando as raízes, encontramos f(1) = O. 
Checando: f(1) =5 —- 8 +9 —- 19 + 8=0. 
Logo, 1 é raiz tripla. 


f(x) =x — 5x2 + 8x — 4 = 0; f(x) = 3x? — 10x + 8; 

fO(x) = 6x — 10; f(x) = 6 £ 0 

Se existir um número r tal que f(r) = fD(r) = f(r) = O e fr) £ 0, 
teremos uma raiz tripla. 


fe) 0 = 6x 10=0 > x— Simas t(5) + 0. 


f(x) =0 > 3X — 10x+8=0 5 x=20UXx=5> 


3 
f(2) — O, então 2 é raiz dupla. Aplicando Briot: 
1 —5 8 2 
1 —3 2 2 


recaímos em x — 1 = O; portanto, S = (1, 2). 


a) fl) = xº — 12% + 52x? — 96x + 64 = 0. 
fD(x) = 4xº — 36x? + 104x — 96 
f2(x) = 12x2 — 72x + 104 
fO(x) — 24x — 72; f(x) — 24 + O. Temos, então: 
Po) =0>24X-72=0>5x=3,masf(3) 7 0. 
f2(x) = 0 > 12x — 72x + 104 = 0 > 

— 9+N3 (9+N3 

Fi f Ri 0. 


fD(x) = 0 > 4x — 36x + 104x — 96 — 0 5 
> x=20ux=30ux=4 
Testando essas raízes em f(x), encontramos f(2) = 0 e f(4) — O. 
Portanto, 2 e 4 são raízes duplas. 
b) x +x!—- 5x —-x2+ 8x-—-4=0 
fD(x) = 5x! + 4Xº — 15x? — 2x + 8 
f(x) = 20x) + 12x? — 30x — 2 
fO(x) = 0 > 20x + 12xº — 30x — 2 = 0. 
Uma das raízes da equação f(x) = 0 é 1. 
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Testando em f(x) e f2(x), temos: 
f(1) = 0 e fM1) = O, então 1 é raiz tripla. Aplicando Briot-Ruffini: 


recaímos em x? + 4x + 4= 0 e daí x = —2 com multiplicidade 2 e, 
portanto, 1 é raiz tripla e —2 é raiz dupla. 


462. xX-x$-32+5x-2=0. 
f(x) = 4x] — 3x2 — 6x + 5 
fO(x) = 12x2 — 6x — 6. 
Se a equação admite uma raiz de multiplicidade 3, então deve existir 
um número r tal que f(r) = fr) = f2(r) = O e fer) + O. Então: 


fn)=0 > 12xX- 6x- 6-0 > x=10ux=-Sif()=0€ 


(-5) * O. Assim, 1 é raiz tripla. Aplicando Briot: 


recaímos emx+ 2=0 e daíx= —2. 
S=(1,-2). 


466. xX—-3xX2-—-9xX+h=0 
a) Se a equação admite uma raiz dupla, então existe um número r 
tal que f(r) = f“(r) = O e f2(r) + O. Então: 
f(x)=3xX—-6x-9=0 > x=30ux=-1e 
“f(-1)=0>55+1=0 5 h=-5. 
“f(3)-0> -27+1=0 5 h=27. 


467. Vamos supor que a equação f(x) = x! + px? + q = O tenha uma raiz 
rtripla. Então deveremos ter f(r) = fr) = f2(r) = 0 e fr) £ O. 
TD = 4xº + 2px 


fy)=1282+2p=0 > = E > x=+|-E 


Substituindo esse valor em f(x) = O e f!D(x) = O, temos: 


4 2 
[+/-B) +o(4/-£) +q=0 => 5p?= 369 
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a(2[-EJs 2p(+/-B)-0 > p=0. 


Portanto, a condição para a existência de uma raiz tripla é p= q- O 
(absurdo). 


468. fo)= x + px+ q= 0; fD(x) = 3x2 + p; f2(x) = 6x; f(x) = 6. 
Então, se existir um número r tal que: 
a) f(r) = Dr) = f2(r) = O, teremos uma raiz tripla, ou seja: 
f(x) =0 > 6x=0 5 x=0. 
(0)-0 > q-0ef(0)-0 > p-0 
b) f(r) = fr) = O e f2(r) + O, teremos uma raiz dupla, ou seja: 


f)=0 > 82 +p=0 =» x= 41152 


(2) 0> ("eej + (2) ra= 0 > 2ip/3p = —99 


> (2ipv3p)2 = (-99? > 4pº'+ 2792 -=0. 
Analogamente, 


(SB) O > 4p*+279º=0 


469. fo) = x*— px— q= 0. f(x) = 3x2 — p; f(x) = 6x. 
Se existir um número r tal que f(r) = fr) = O e f2(r) + O, teremos 
uma raiz dupla. Então: 
fop)=0 > 32-p=0 = x +18 


3 
3 
(52)- 0> (ei (SB) - q=0 > -2p/3p=9q > 
-2p/3p? = (992 > 4pº'= 270º > 4p3)- 2792 = 0. 


Analogamente, 


(38) -0 = 4p'-279=0 


470. xX-22+x+m—-1=0.1Mx)=3x— 4x+1;f(x)= 6x— 4, 
Se existir um número r tal que f(r) = fr) = O e f2(r) + O, teremos 
uma raiz dupla. Então: 


fU(x)=0 => 32-4X+1=05 x=10ux= = 
“f(1)=0>m-1=0>m=1;fM1)=2%0 


1 23 1 
efl=|= m- 23= m= (2) Eae 
(5) 0 > 27 23=0 > 27! (5) 20. 


471. ia xX+axX+3x+1=0. f(x) = 3X + 29x + 3; 
f2(x) = 6x + 2a; f(x) = 6% 0. 
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Se existir um número r tal que f(r) = fr) = f2(r) = 0 e fr) + 0, 
teremos uma raiz tripla, ou seja: 


f)=0 =» 6&x+22=0 > x=-S (1) 


ro( 3-0 5 a2+9-=-0 > a=+3 (2) 


=2 2648 
2 


(-8)-o = 28º-27a+27=0 > a=30Ua= 


De (1)e (2), a =. 


472. x*— px— q= 0; f(x) = 4xº — p; f(x) = 12x2, 
Se existir um número r tal que f(r) = fr) = O e fr) + O, teremos 
uma raiz dupla. Então: 
f)=0 > 4 -p=0 > x=3/B. 


4 3 
ta/8)-0= (3/5) -pes B-q-05(-3p-:/8) = (49) > 


27p! + 2569º = O e, portanto, 27p? + 2569º = O é a condição do 


problema ex =3 & é a raiz. 


473. f(x) = x*+ mx + 8x — 3= 0; f(x) — 4xº + 2mx + 8; 
f(x) = 12x2 + 2m; f(x) = 24x. 
Se existir um número r tal que f(r) = fH(r) = f2(r) = 0 e fr) 0, 
teremos uma raiz tripla. Então: 


fo) = 0 > 122 +2m=0 > a 
N A 3 
«nf iEP)-o > af a) + 2mi a +8-0 5 


> mivV6m=-36 > mêi=-6 > m=-—6. 
Analogamente, 


recaímos em x+ 3= 0 e daíx= —3 e, portanto, 
S=(1,-3) e m=-6. 
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474. fo)=xX + mx— 2=0; f(x) = 3x2 + m; f(x) = 6x. 
Se existir um número r tal que f(r) = fr) = O e f2(r) + O, teremos 
uma raiz dupla. Então: 


Pj=0 > Det m=0 5 x=e- “2 
3 
(352)-o > ( io + mi -3=0 


(miV3m?=92 > m=-3 5 x=+1;f(x)-xX—-3x— 2: 
f(1) + 0 e f(—1) = O. Aplicando Briot: 


recaímos emx — 2 = O oux = 2. Portanto, S = (—-1, 2). 


475. ax” +b=0,a0,bz0. 
Vamos supor que a equação admita uma raiz dupla r. 
Temos f(x) = O e fD(x) = O. Então: 
“fVx)=0 > nax1=0 > x=0,poisazo. 
“(O)-0 > a:0+b=0 > b=0,o que é absurdo, pois b 5 O. 
Portanto, a equação não tem raízes múltiplas. 


476. xX -ax+b=0,ab+o. 
Seja r a raiz dupla. Então: f(r) = fH(r) = 0 e f2(r) £ O. 
f)=0 > 3X -a=0 > x— 158 
E == 3 El 
($º)-o = (1) -a NS +p-0 > 2a/3a= 9b > 
> 4aº— 27b2 = O e, portanto, a é positivo. 


477. 3x — 88 + 6x2 + 24x + k = 0. 
Seja r a raiz dupla. Então: f(r) = fD(r) = O. Temos: 
f(x) = 0 > 12x — 24Xº — 12x + 24=0 5 
> xxX-1)-2(xX-1)=(X-1)(x-2)=0 5 
> x=1oux=-1oux=2, 
f(—1) = O (condição do problema) > k— 19= 0 > 
> k=19e 3x — 8x — 6x? + 24x + 19 = O. Aplicando Briot: 
3 —-8 —6 24 19 | —1 


3 —14 19 0 


recaímos em 3x? — 14x + 19= 0 5 x= 


s=[-a, 7+2h2 7- nz) 


7+21/2 
= 


3 3 
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478. a) Ver item 91, página 111. 
b) f(x) = 2xº — sen ax? + costa = O 
f(x) = 6x? — 2 sen ax 
Se f tiver uma raiz múltipla r, então f(r) = fH(r) = O. 
Então: 
f(x)=0 > 6X - Gsenax=0 > x(x—- sena)=-0 > 
> x=00ux=sena 
“HO)-0> coxa-0 6 a=5+km, kEZ. 


e“ f(sena)= 0 > -seria + cos'a = O va=T+krkEZ. 


2 +kmoua=E+ km, com k E Z, vimos que a equação 


2 4 
admite uma raiz dupla e, em conequência, uma terceira raiz simples. 


T T 
Seafs+ktea+g 


raízes simples. 


c) Sea = 


+ km, com k E Z, a equação terá três 


479. Ajz=x+iy > |=VX2+y2 (1) 


=] 2 2 
E E Si > É- Vx2 +y (2) 
Z x +y2 DÁ x2 + y? 
1-z=(1-9)-iy>li-7]="(1-x2+yº (3) 
Temos 
de (Me -p+y=e+y o x=5 
E cá a 
de (1) e (2): E Ty? =xX+y > y=&Hi >" 
À. NB 4 3 
Portanto:z=5 +i-5 ou 2=5 5 


B) P(x)=x +axX +bx+c;P(x) =3xX + 2ax+b 
e P(x) é divisível por P'(x): 


XX + ax + bx + [o 3x + 2ax+ b 


-x3 2ax? bx RP 
3 3 3 9 
ax2 2bx 
E» s 
o axo 22x o ab 
3 9 9 
6b + 2a? E 9c — ab 
9 9 
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(6b — 23)x + 9c — ab = 0 > 
Pd > a2=3b (1) 
9c—- ab = 0 (2) 

e P'(x) é divisível por x — 1: 

3 2a b 1 

3 2a + 3 2a+b+3 
2a+b+3=0 (3) 
De (1), (2) e (3), temos que:a = -3,b = 3 ec = —1. 


480. Seja k, o coeficiente do termo em x?8º = 1, 
Temos: 
k, = (sen 1º + cos 1º)(sen 2º + cos 2º)... (sen iº + cos iº). 
Desta forma, para i = 135, um dos fatores que compõem k, é 
sen 135º + cos 135º = 0, ou seja, k, = O. Então os termos que têm 
coeficiente não nulo vão desde x18º até x180 184 = 48, 
Conclusão: a multiplicidade de zero como raiz do polinômio é 46. 


481. 


x+ 6 uno. 
20 20 
X +40 +32 - 4x4 | —- 2% -5x+6 | 20% + 20x — 40 =, 
20xº + 20x — 40 0 
h 


mde(f, 8) = mdelg, ) = 59h = 2 +x—2 
ss x — 2x +4 
x +20 +x%+3X + 3x +2 x + 4% +4xX —x—2 
—6x — 13xº + 3x + 10 


h 


xXx +4x$ + 4x2 — x—2 
19, 19,19 
56º * qo” "qa 


ro 


—6x — 13x? + 3x + 10 — 1, 
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216, , 180 
19 19 
19 ,, 19,19 


= +>x+55 = 6 


= e 2 
6x 13xº + 3x + 10 36 12 18 


(0) 


mdc(f, g) = mde(r,, r,) = to =X +3%X+2. 
f=(2-12-:(x+1P=(x—-12-(x+ 41% 
g=(+1)x-— 1)=(x+ 1x — x + 1x — 1), então 
mdc(f, g) = (x + 1)x — 1). 


Sejam q, e q, os quocientes da divisão, respectivamente, de fe g por 
(x — a; qe ro quociente e o resto da divisão de f por g. Então: 
f=qx-apg=qar(x-aPpf=0g+r=> 
=> r=f-qg=aq(x— ap? — qulx — aP = 
= (x — aq, — q9,) e, portanto, o resto da divisão de f por g 
também é divisível por (x — a. 


f=5(x- 22x — 4x — 3 
g=4x- 2x-— 4x + 1) 
mde(f, g) = (x — 2Xx — 4. 


f=(2-1Px+1P=(X—1X+1P 
g=(x— 1)(x+1P 
mde(f, 8) = (x — 1)4x + 1º. 


x+6 Ea 
20 20 


X +40 + 34x —4 20x2 + 20x — 40 


20x? + 20x — 40 


Então, mdc(f,g) =x? + x — 2 e as raízes comuns afeg são le —2. 
f(3) = 0; f(3) 70, g(-1) 0 e f(—-1) = O; portanto, as raízes não 
comuns são: —1 defe 3 de g. 


f=x$-ax2 — bx +ab2=(x — bx — a)=(x+ b)(x — b)(x — a) 
g=-x+bx —- ax - ab =(xX —- ax +b)=(x+ ax — a)(x + b) 
Temos, então: mde(f, g) = (x — a)(x + b) e, portanto, as raízes co- 
muns são ae —b. 
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490. 


491. 


492. 


493. 


494. 


497. 


501. 


502. 


(x — 1x — 2) 


f=x—-1=(X+ 1x + 1x — 1) 
g=x(x + 1) 
h=x-3$+x —-x=x(X + 1)x— 1) 
Então, mde(f,g, hn) = x2 + 1. 

Raízes comuns: ie —i (raízes do mdc). 


As raízes de g(x) =x? —- 3x + 2 são le 2. 

impondo que sejam raízes de f(x) = x) — 3x? — 4x + a, temos: 
(1) =051-3-4+a=0>5a=6 
f(2)=-0>8-12-8+a=0>5a=12 

Conclusão: a = G6oua = 12. 


Py)=x =ax i+.+ta x+a, 

Qx) = nx! +(n— ax 2 +... +aç = Px) 

Se mde(P(x), Q(x)) = x — «, então « é raiz de P(x) e de Q(x); portanto, 
a pode ser raiz dupla de P(x). 


Sejaf-x4 — 2x8 + x2eg =x? — 1. Então: 

f = x!x — 12 

g=(x+ 1)x— 1) 

mme(f, g) = x!2x — 1)24x + 1) = x!8 — x — xi3 + xi2 
mdc(f,g) =x — 1. 


f=2-1=(x+1x-1) 


g=(x— 12 
h=x -1=(x—- 1x +x+ 1) 
Então: 


mme(f, g, h) = (x + 1x — 1202 + x + 1) 
mde(f,g,h) = x — 1. 


2 F: So cd. Bebe D-d. M=2 
x—1 x+1 x-1 (x — 1x + 1) xX—1 
1 3x— 3 2x+ 4 1 3 2 


RFMXFI X-1 XFHSMKXID MIIP XII X+1 
1+3K+D-2K+1) 0 x+2 


(x — 12 (x + 1) 


1 i o 
tag oO 

Multiplicando ambos os membros por (x — 1)*(x — 2), temos: 
K-)+(x-2)=0 


2x—-3=0 
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b 
="E 4 — de 
Cet R=a* qa 


ão —X ax +t) bx 1) 
Então: Es = qe=A > 
ae x — (a+ bx + (a —b) atb=1 .a-p-L 
xX-1 xXx —-1 a-b=0 2 
1 A Bx+C 
(x-1(X2+1) x-1 2 +10 
—- (A+BX +(C—Bx+(A-C) o 
PO CRUEL Então: 
A+B=O 
c-B=0 
A-C=1 7 i 
Resolvendo o sistema de equações, temos: A = > B=C= > 
E RR A O O O 
(x+1)(x— 1) x+1 x—1 (x + 1)(x — 1) 
Temos: 
a+B=1 a ado 
Ellg=a-p-5 


a, b, c são raízes da equação xº* — 5x2? + 6x = O, então a = 0; 
b=2ec=83. 
6 — 5x A B C 
x) — 5x? + 6x = 0 "K=2" K=5 
(A+B+C)x — (DA + 3B + 2C)x + 6A 
x) — 5x? + 6x 


Temos: 

A+B+C=O0 

—(DA + 3B + 20) — —5 
GA = 6 


Resolvendo o sistema de equações encontramos: A = 1; B-2 e 
C = —3. Portanto, alternativa c. 


1 - A Es B (2A + 2B)n + (A — B) 
(2n — 1)(2n + 1) 2n-— 1 2n+1 (2n — 1)(2n + 1) 
decorre 2A + 2B = 0 e À — B = 1. Resolvendo esse sistema, vem 
A = >e B = —. Vale, portanto, a identidade: 

1 Ê 1 


(2n — 1)(2n + 1) 2(2n — 1) 2(2n + 1) 
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Aplicação: 
4 1 1 1 1 = 
qa Cas E "qo “Or LO 
-(L Il, (A dh, (4 0d), [102 
5 =) + 6 10 o a) + 55) ++ 
E E O TT 

2(2n—- 1) 2(2n +41) 2 2(2n+1) 

e da 1 1 
Para n arbitrariamente grande, 22n 51) tende a zero e S tende a > 


509. f=x$-22+1;g=xX+x-—-2 
foc) = q(x) - gx) + (x) 


x — 2x2 +1 |xX2 +x—-2 


=x] — x2 + 2x x—3 =q(x) 
—-3X2 +2x+1 
3X + 3x — 6 
bx — 5 = r(x) 
Temos: 
fo) A B TO ao SÁ B 
ag qo" o Wo-q=7 "qro 
NWA B  (A+Bx+2A-B 
(x) x—-1 íx+2 xX +x—2 
A+B=-5 
2A —- B = —5 


Resolvendo o sistema: A = 0e B - 5 e, portanto, o valor de B é 5. 


510. P(x) = a(x — xo)(x — x,) com x, £ Xg 
Q(x) = a'(x — xo)(Xx — x,) com x, E Xo 
Pelas relações de Girard, temos: 


b b' 
Ww+tx=-— ex +Xx=—— 
(0) a a (0) 2 a: 
e decorre daí: 
b ] 
KER OX 
q a (0) Be) a: 0 


Temos, então: 
P(x) = a(x — rola E 2 + xo 


Q(x) = a'(x — aa + : + xo) 


um b b 
mme(P, Q) = (x rala + ã + so + a + ko) 
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511. Vimos no item 89, na página 107, que todo polinômio pode ser colo- 
cado na forma de um produto de fatores do 1º grau. Então vamos es- 
crever fe g como produtos de fatores da forma x — r, em que r, é raiz 
do polinômio f com multiplicidade m, e de g com multiplicidade n;: 
f=(x— Pax — rox — ra)M3 o. (x — 1o)Pe 
g=(X— "u(x— Px rapa. d(x— ro) 

Temos: 

mde(f, 8) = (x — ri(x — 15) x — 19)... (x — 15)» em que 

e; = min(m, nj 

mme(f, g) = (x — ri(x — ro)éatx — ras... (x — r,)B» em que 

B; = maxim, nj) 

então f - g e mdc(f, g) - mmc(f, g) são produtos formados por fatores 
do tipo (x — r)m +, idênticos dois a dois, e portanto iguais. 
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